Mathématiques

éléments de correction du BTS 2005

Elle n’est pas officielle et peut comporter des coquilles.
EXERCICE 1
1) a)g’(t) = (0 + 2costsint)sin®t + (1 + cos®t)2sint cost

=sintcost(2sin®t + 2 4+ 2cos?t) = 3sint cos® t car cos?t + sin’t = 1

b) Sur [0;7] on a : sint > 0 donc le signe de ¢'(t) est le signe de cost. Cest a dire :

sur [0; g}, g'(t) > 0 donc g est croissante.

sur {g, 7T:|7 g'(t) <0 donc g est décroissante.
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b)On a:ay =2 x I/ f(t)dt car f est une fonction paire.
0

1

1 1 z 1 1
a0:2><1</2—7' dt+/ -7 dt>:2><7'><(2—7') + 2X(§—T)X—T:0
0 T

Puis f étant paire, les coefficients b,, sont tous nuls

1
2 2 [z
Enfin, w = Tﬂ = 27 donc pour n € N* on a a,, =2 X 1 f(t) cos 2nmtdt
0

1
2 /1 2
ap =2 % 1 (/ (2 - 7') X cos 2nmtdt +/ (—7) X cos2nmt dt)
0 T

1 sin2nmt]” sin 2nmt H
ap, =4 (z—-7)|—| —7|—
2 2nm |, 2nm |
= 2 (5~ )(sin2nmr — 0) (0  sin2nm)) = _sin?
an = —((5 = 7)(sin2n77 T sin 2n7)) = — sin 2n7r7
Finalement le développement en série de fourier de la fonction f est :

oo oo
1
ap + Z a,, cos nwt + b, sin nwt = Z — sin 2nmT cos 2mnt

n=1 n=1

3)

1 (o)
a) La formule de Parseval donne : E? = a3 + 3 Z a +v?
n=1
1 sin? 27 sin® 4n7 1 sin? 277 4sin? 277 cos? 27T

.2
n2m2 sin” 2nmrr = 2( 2 472 )= 2( 2 472 )

1
donc ici : B = = Z

1
E?} = — sin®2n7 (1 + cos? 27rT) =

5,2 (277T)
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T 1
D’apres ce qui précede, g(t) atteint un maximum pour ¢t = 5 la valeur E?L sera maximale pour 7 = 1

CORRECTION DE L’EXERCICE 2

Partie A
1) a)

Sy (1) +y(H) =0
2007\ TV =
D’apres le formulaire, les solutions sont les y(t) = Ce=200¢

On résout 1’équation homogene :

Puis on cherche une solution constante. Si y(t) = cste alors sa dérivée est nulle donc 1’équation
différentielle (1) devient : 0 + cste = 146, une solution de ’équation complete est donc y(t) = 146

Finalement toutes les solutions de I'équation compléte sont les y(t) = Ce=20%/ 4146 ou C est une constante
réelle.

b) Sachant que w est une solution de (1), on a : w(t) = Ce~2%! + 146 puis sachant que w(0) = 0 on a :
150 = C' + 146 donc C' =4

Finalement, la solution de I’équation différentielle qui satisfait & la condition initiale est
w(t) = 146 + 4e—200

2) a)

Woo =, li+m wt = 146 + 0 = 146 donc la différence w(0) — weoo = 150 — 146 = 4

—200¢ 1,4 -1 1,4
Résolvons < 0,01 on obtient : —200t < ¢n 1,46 donc t > —— In - 6
4 200 4
Le t de stabilisati o Lo 246 L0 005
¢ temps de stabilisation est : 570 fn —— =~ 0, s
Partie B

1) a) Dessin

1 1
1 1
1 1
1 1
' i
of 0,005

v

K
b) La transformée de Laplace de v est I'(p) = — (1 —e™7P)
p

2) On applique la transformation de Laplace aux deux membres de I’égalité
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1 K
—pF F(p)="(1—¢e P
2007 (p) + F(p) » (1—e77P)
done Fp) = 501~ )1+ ) = K (1= e7)
3) a)

En multipliant par p et faisant tendre p vers 0, on obtient A =1

puis en multiplication par p + 200, et en faisant tendre p vers -200, on obtient B = —1
1 1

F) = (5 - ) K-

b)

ft) =K x (U(t) — e 20U (t) — Ut — 1) + e 207U (t — 7))

—1 1 __—at -1 —ap\ _ —a —a
car L <p+a> =e Y“U(t) et L= (F(p)e ) =F(t—a)U(t —a)

Site[0,r[alors U(t)=1et U(t—7)=0donc f(t) = K x (1 —e200%)
Sit e [r;+oofalors U(t) =1et Ut —7) =1 donc f(t) = K x (1 —e 200t — 1 4 ¢=200(t=7))
F(t) = K x (—e=2000 4 o=200t 5 0200m) — J¢ 5 o=2006(_] 4 £2007) — J¢ (2007 _ 1)o=200¢

)

Sur lintervalle t € [0,7[ on a : f/(t) = 200K e 209 > ( donc la fonction f est croissante sur cet intervalle.

Sur D'intervalle ¢ € [7, +oo[on a: f'(t) = —200K (e2°°7 — 1) e=2%%* < 0 donc la fonction f est décroissante
sur cet intervalle.

Limites
Jlim () =0 et lim £(t) = K

d) Dessin
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