[Tapez un texte]

Exercice 1 (9 points)
Le but de cet exercice est d'établir, avec un minimum de calculs, le développement en série de Fourier de fonctions
périodiques rencontrées en électricité.

L . . o 1 cos(nm)—1
1) On considere un entier naturel n strictement positif. Montrer que : IO t cos(nmt) dt = %
n'm
. . Lo cos (nm
Pour la suite de I'exercice, on admet que : Iot sin (nmt) dt = —#.
nn

f(t)y=t sur [0;1[
f(t)=0 sur[l;Z['
a) En utilisant le document réponse n°1, a rendre avec la copie, tracer la courbe C; représentative de la fonction f sur

l'intervalle [- 4; 4 ].
b) On appelle St la série de Fourier associée a la fonction f.

2) On considére la fonction f définie sur R, périodique de période 2, telle que : {

~+00
On note S(t) = ao + Y _[a, cos(nmt) +b, sin(nnt)] .
n=1
Calculer ay.
Donner les valeurs des coefficients a, et b, et en déduire que :

& [cos(nn) -1 cos (nm)

Se(t) = ao + %Jr > e cos(nmt) —

n=l1

sin(nnt)}

2
c) Calculer le carré de la valeur efficace de la fonction f, défini par ueffz = %Ioz[f (t)] dt.

n 1 2 3

d) Recopier et compléter, avec les valeurs exactes, le tableau suivant :

dn
b,
2 1 \ 2 2
a, +52(an +b, )
e) Donner une valeur approchée a 10~ prés du nombre réel A défini par : A = =
l"’eff

3) Soit g la fonction définie sur R, périodique de période 2, dont la courbe représentative C, est tracée sur l'intervalle [- 4 ; 4 ]
dans le document réponse n° 1.
On admet que le développement en série de Fourier S, associé a la fonction g, est défini par : Sy(t) = S(-t).
. 1 &) cos(nm)—1
Justifier que : Sy(t) = —+ ) | ————
q g( ) 4 Z|: nie?

cos(nmt) + L(nﬂ)sin(nnt)} .
n=1 nw
4) Soit h et k les fonctions définies sur R, périodiques de période 2, telles que :
h(t) = f(t) + g(t) et k(t) =f(t) — g(t) pour tout nombre réel t.
a) Sur le document réponse n°1, a rendre avec la copie, tracer les courbes C, et Cy représentatives des fonctions h et k sur
l'intervalle [-4 ;4 ].
b) On admet que les développements en série de Fourier Sy, et Sy associés respectivement aux fonctions h et k, sont définis
par : Sp(t) = S(t) + Su(t) et Si(t) = Si(t) — Sq(t).
Déterminer les coefficients de Fourier associés respectivement aux fonctions h et k.



[Tapez un texte]
Exercice 2 (11 points)

Dans cet exercice, on étudie un systeme « entrée-sortie ».
La partie A permet de déterminer la réponse a l'échelon unitée.
Les parties B et C permettent d'étudier les perturbations résultant d'une coupure de 0,1 seconde.

U(t)=0 sit<0
U(t)=1 sit>0"

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur l'intervalle J-o0 ; O [.

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par : {

Partie A :
On considere la fonction causale s; telle que, pour tout nombre réel t : s;(t) + .[01 s, (u)du = U(1).

On note §; la transformée de Laplace de la fonction s;.

1. Montrer que S,(p) = L .
p+1

2. En déduire s;(t) pour tout nombre réel t.
La courbe représentative de la fonction s; est donnée par la figure 1 du document réponse n°2.

Partie B :
On considere la fonction causale s, telle que, pour tout nombre réel t : s,(t) + J-Ot s,(wydu=U(t) — Ut —1).

On note S, la transformée de Laplace de la fonction s,.

1. Représenter graphiquement la fonction e, définie sur I'ensemble des nombres réels par:
e(t)=U@)—U(t— 1).

2. Déterminer Sy(p).

3. a) En déduire s,(t) pour tout nombre réel t.

s,(t)=0 sit<0
b) Justifier que : {s,(t)=¢™ si0o<t<l.
s,(t)=—e""(e-1) sit>1

N

. Etablir le sens de variation de la fonction s, sur l'intervalle |1; +oof.
. Calculer s5(17) —s5(1)
. On appelle C, la courbe représentative de la fonction s,.

a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

AN

t 1 L1 1,5 2 2,5

$a(t)

Les résultats seront donnés a 107 prés.
b) Compléter le tracé la courbe C, sur la figure 2 du document réponse n°2 a rendre avec la copie.

Partie C :
On considere la fonction causale s; telle que, pour tout nombre réel t : s3(t) + L: s;(w)du=U(t) - U(t— 1)+ U(t—1,1).

1. Soit la fonction e; définie sur l'ensemble des nombres réels par : e3(t) = U(t) — U(t—1) + U(t— L 1).
a) Montrer que e;(t) = e,(t) pour tout nombre réel t appartenant a l'intervalle ] -0 ; 1,1] .
b) Déterminer e;(t) pour t = 1,1.
c) Représenter graphiquement la fonction e;.

S;(t) =s,(1) sit<1,1
s;()=e'(l-e+e") sit>11"
2. Etablir le sens de variation de la fonction s; sur l'intervalle ]1,1 ; +oof.
3. Calculer s3(1,1") —s3(1,1).
4. On appelle C; la courbe représentative de la fonction s;.
a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :
t 1 1,5 2 2,5
Ss(t)
Les résultats seront donnés a 10-> prés.
b) Compléter le tracé de la courbe C; sur la figure 3 du document réponse n°2, a rendre avec la copie.

Pour la suite, on admet que : {




Eléments pour un corrigé.
Exercice

Le but de cet exercice est d'établir, avec un minimum de cal
peériodiques rencontrées en électricite.

1
1) On considére un entier naturel n strictement positif. Montrer que : IO t cos(nmt) dt =

1 (9 points)
culs, le développement en série de Fourier de fonctions

cos(nm)—1
n’n’

. 1 .
y sin(nmt) | .[01 sin(nmt) dt

1 ths.1,2
Ona JO t cos(nmt) dt = [t
nm

|

nw |,

1

done (ths 2.3) [\t cos(nnt) dt = [@}
0 n'm o
1 cos(nm) —1
donc (th.3) j t cos(nmit) dt = ————
0 n'm

Th1 (PP) : [ w(v(e) dt =[u(®vn] - [ unv'(e) dr
Th.2 : (a constant) sur R, (sin (ax))’ = a cos (ax)

(cos (ax))’ = -a sin (ax)
Th.3 : pour tout entier n, sin (n7) =0

cos (nn) = (-1)"

1
Pour la suite de I'exercice, on admet que : J.Ot sin (nmt) dt =

2) On considére la fonction f définie sur R, périodique de période 2, telle que : {

cos (nm)
o
f(t)=t sur[O;l[
f(t)=0 sur[l;Z['

a) En utilisant le document réponse n°1, a rendre avec la copie, tracer la courbe C; représentative de la fonction f sur

l'intervalle [- 4; 4 ].

b) On appelle St la série de Fourier associée a la fonction

On note S(t) = ao + Y_[a, cos(nnt) +b, sin(nnt)] .
n=1

Calculer ay.

f.

h.4

1l
On a, par abus d’écriture, a

1 2 1h.51 1 1
EJ.O f(t)dt :Ejotdtzz.

Th.4 : si f est T-périodique alors les coefficients de Fourier de f
1 o+
sont donnés par ay = T I ! f(t)dt ,
et pour tout entier n supérieur ou égal a 1,
a, = EJMT f(t)cos (nwt) dt etb, = EJMT f(t)sin (nwt) dt ou
n T o n T o

o est une constante et o est tel que T = 2.
Th.5 : relation de Chasles

Donner les valeurs des coefficients a, et b, et en déduir
[cos(nn) -1

+00

2

n=1

S(t) = %+

e que :

cos (nm
cos(nmt) — cos (nm)
nm

sin(nnt)} .

On a, par abus d’écriture, pour tout entier n > 1,
h.4

n’n’
N 2 2 th.5 41
a, EJO f(t) cos (nmt) dt = .[O t cos (nmt) dt =
et, de méme :
h.4

b, =

énoncé C

2 2 1) si 3ot on
EJO (t) sin (nnt) dt = Iot sin (nmt) dt =

Par suite, par définition de la série de Fourier associée a f,
St) %+ i[cos(nn) -1 cos (nm)
n=1

——————cos(nmt) —
n2Tc2

nw

a1 cos(nm)—1
n’n’

os (n7)

sin(nnt)} .

nm

2
¢) Calculer le carré de la valeur efficace de la fonction f, défini par peg’ = %Jj[f ()] dt.

th.5

1 ¢2 2 1 1
- 2_ - 2y 1
On a, par abus d’écriture, ey = 5 IO [f(H)] dt = 5 jot dt = z




Eléments pour un corrigé.

d) Recopier et compléter, avec les valeurs exactes, le tableau suivant : n 1 2 3
-2 -2
an | o2 0 o2
)L
bu| 7 2n 3n
2 1 \ 2 2
a, +52(an +b, )
e) Donner une valeur approchée a 10~ prés du nombre réel A défini par : A = = .
l"’eff
En utilisant 2)b) et 2)d),
sy (AR )6
3 +EZ(3" +b, ) 4 2|\ n? T 2n 9n’ 3n
A= el - ~ 1,451.
“’eff 1
6

3) Soit g la fonction définie sur R, périodique de période 2, dont la courbe représentative C, est tracée sur l'intervalle [- 4 ; 4]

dans le document réponse n° 1.
On admet que le développement en série

de Fourier Sg associé a la fonction g, est défini par : Sy(t) = Sg(-t).

Justifier que : Sy(t) = —+ Z[M cos(nmt) — 0s (n7) sin(nnt)} .
n=1 nmn nm
On a, pour tout t,
D1 &l cos(nm)—1 cos (nm
Sy(t) = S(-t) = — Z[L cos(nm(~t)) — ( ) sin(an(- t))}
n=l1
donc (th.6) Sy(t) = S{(-t) = _+ Z{MCO (n7) +ﬂsin(nnt)} | Th.6 : la fonction cosinus est une fonction paire,
4 n'm nfw et la fonction sinus est une fonction impaire.

4) Soit h et k les fonctions définies sur R, périodiques de période 2, telles que :

h(t) = f(t) + g(t) et k(t)

=f(t) — g(t) pour tout nombre réel t.

a) Sur le document réponse n°1, a rendre avec la copie, tracer les courbes C, et Cy représentatives des fonctions h et k sur

l'intervalle [-4 ;4 ].

b) On admet que les développements en série de Fourier Sy, et Sy associés respectivement aux fonctions h et k, sont définis
par : Su(t) = Si(t) + Sg(t) et Si(t) = Si(t) — Sy(t).
Déterminer les coefficients de Fourier associés respectivement aux fonctions h et k.

Compte tenu de 2) et 3),

Su(t) = %+§[%cos(nm)—msm(nm)} + %+2[%005(nn)+%ﬁmsin(nm)}

donc Sh(t)— ZCOS(M) L os(nnt) |

et S(t) == f[cos(m) ! s(nnt)—%(;m)sin(nm)} ( +Z[°°S(m) ! s(nn)+%(;n)sin(nnt)D
done Si(t) = —221 cos(MT) in(nnt)




Eléments pour un corrigé.
Exercice 2 (11 points)
Dans cet exercice, on étudie un systeme « entrée-sortie ».
La partie A permet de déterminer la réponse a l'échelon unite.
Les parties B et C permettent d'étudier les perturbations résultant d'une coupure de 0,1 seconde.

Ut)=0 sit<0
U(t)=1 sit>0

Une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle sur l'intervalle ]-o0 ; O[ .

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par : {

Partie A :
On considere la fonction causale s; telle que, pour tout nombre réel t : s;(t) + I; s,(u)du = U(t).

On note S, la transformée de Laplace de la fonction s;.

1. Montrer que S;(p) = b .
p

+1
Ona:
si(0) + ['s,(w)du=U(1) Th.1 : f(HU(H) = gU() —— F(p) = G(p)
0 Th.2 : £ est linéaire
dths 1,2, 3,4 t F(p)
S(p) 1 Th3: j f(W)U(u)du —2— —
Si(p) + —== 0 p
l Th: U(t) —s +
p+1 1 P
sopf221)-1
p p
N8
1
Sip) = —.
p+l1
2. En déduire s,(t) pour tout nombre réel t.
Ona:
1
Si(p) = — .
p+l1 Th.5 : —£ 5 e U(Y)
Lths p+a

si(t) = e"U(1).

La courbe représentative de la fonction s; est donnée par la figure 1 du document réponse n°2.

Partie B :
On considere la fonction causale s, telle que, pour tout nombre réel t : s,(t) + j‘ot s,(w)ydu=U(t) — Ut —1).

On note S, la transformée de Laplace de la fonction s,.
1. Représenter graphiquement la fonction e, définie sur I'ensemble des nombres réels par : e,(t)=U(t) — U(t — 1).

| EE—

2. Déterminer Sy(p).

Ona:
sH(t) + J.Otsz(u)du — Ut - U(t—1)
dths1,2,3,4,6
Sa(p) + 5@ _11

l__e_p
p p p
1

Th.6: f(t—7) U(t—1) _t s F(p)e—fp

92
)
2
o
N’
7N\
o
S [+
+
N——
Il
|
|
| —
(¢}
3




Eléments pour un corrigé.
3. a) En déduire s,(t) pour tout nombre réel t.

Ona:

1 1

Sa(p) = —————¢"
p+1 p+l1
dths7, 5,8

s:(H) =e'U(t) — e DUt —1).

Th.7 : £ est linéaire
Th8: F(p)e ™ ——— f(t—1) U(t—1)

S, (t=0

b) Justifier que : <s,(t)=¢”"

s,()=-e"(e=1)

sit<0
si0<t<l.
sit>1

De S,(p) =e¢'U(t) —e™ DU(t — 1), et de la définition de U(t), on déduit :
sit <0, alors s;(t) =0

si0<t<1,alorssy(t)=e'—0=¢",
sil <t alorssy(t)=e'—e V=_c(e—1).

4. Etablir le sens de variation de la fonction s, sur l'intervalle ]1; +oof.

La fonction t — e™ est décroissante sur |1; +oo[ et -(e — 1) est négatif, donc s,
est croissante sur |1; +oof.

5. Calculer s>(1") — s5(17)

[Ona:s,(1D) —s,(1)=eT—(el(e—1)=1.

6. On appelle C, la courbe représentative de la fonction s,.
a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

t

1

L1

1,5 2 2,5

$a(t)

-0,63

-0,57

-0,38 -0,23 -0,14

Les résultats seront donnés a 1072 pres.
b) Compléter le tracé la courbe C, sur la figure 2 du document réponse n°2 a rendre avec la copie.

Partie C :

On considere la fonction causale s; telle que, pour tout nombre réel t : s3(t) + L: s;(w)du=U(t) - U(t— 1)+ U(t—1,1).

1. Soit la fonction e; définie sur l'ensemble des nombres réels par : e;(t) = U(t) — U(t —1) + U(t — L, 1).
a) Montrer que e;(t) = ey(t) pour tout nombre réel t appartenant a l'intervalle ] -o0 ; 1,1] .

Pour tout nombre réel t appartenant a I'intervalle ] -0 ; 1,1[, de la définition de U(t),
on déduit : sit <0, alors ex(t) =0 ete;(t)=0—-0+0=0
si0<t<l,alorse)(t)=1—-0=1lete;(t)=1-0+0=1
sil<t<lI,l,alorsey(t)=1—1=0¢cte3(t)=1—-1+0=0,

donc sur | -0 ; 1,1]es3(t) = eyt).

b) Déterminer e;(t) pour t > 1,1.

Pour tout nombre réel t = 1,1, de la définition de U(t), on déduit :
es)=1-1+1=1

c) Représenter graphiquement la fonction e;.

Pour la suite, on admet que : {

s; () =s,()

s;(t)=e'(1-e+e")

sit<l1,1
sit>11"

2. Etablir le sens de variation de la fonction s; sur l'intervalle ]1,1 ; +oof.

La fonction t — e est décroissante sur ]1,1 ; +oo[ et (1 — e + e'*!) est positif,
donc s;3 est décroissante sur ]1,1 ; +oof.

3. Calculer s3(1,1") — s3(1,1).

[Ona:s;(1,17) —sy(1,1)=-e"(e—1)—(e"'(1—e+e")=-1. |

4. On appelle C; la courbe représentative de la fonction s;.
a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

t

1

1,5

s3(t)

-0,63

0,28

0,17 0,10




Eléments pour un corrigé.
Les résultats seront donnés a 10~ prés.

b) Compléter le tracé de la courbe C; sur la figure 3 du document réponse n°2, a rendre avec la copie.

1

-3

-2

-1

-1





