MATGRA2

Exercice 1 (12 points)

On s’intéresse 4 un systéme entrée-sortie susceptible d’étre contrdlé.

Dans la partie A, on étudie le systéme en I’absence de controle.

Dans la partie B, on étudie le systéme soumis & un controle.

Les parties A, B et C sont indépendantes dans leurs résolutions respectives.

Partie A

On considére I’équation différentielle (E,) suivante :

SyO+y0=10-p (@)

ot y désigne une fonction dérivable de la variable réelle ¢ et B une constante réelle.

1.

Montrer que la fonction s définie pour tout nombre réel ¢ par A(f)=10—f est solution de
I’équation différentielle (E, ).

Résoudre I’équation différentielle (E, ).

Montrer que la fonction f, solution de I’équation différentielle (El) et qui vérifie f(0)=10 est
définie sur R par /() =fe > +10-B.

Calculer tlim f(@) quel’onnote £, .

Partie B

On rappelle que la fonction échelon unité U est définie par :

U@)=0 sit<0
U@ =1 sit=0

et qu’une fonction définie sur R est dite causale si elle est nulle pour tout nombre réel strictement
négatif.

On considére la fonction causale g qui vérifie la relation (E, ) suivante :

%g'(t)+ g(0)=13[ 10U ()~ g()ldu + (10-B) U() (E.)

et la condition g(0)=10.

On admet que la fonction g admet une transformée de Laplace notée G.

1. Montrer que la transformée de Laplace 7 de la fonction i définie par :

i())=13 [ 10U(u)- g(u)ldu
est telle que :

130 .G
](p)=—2——13-—@.
P p
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2.

En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de la relation (E2 ) , déterminer une
expression de G(p).

- 10 2B
Vérifi : Gp)=—-F7—"7——.
érifier que (p) p (i) a5’

Dans cette question, on va déterminer lim g{t), que ’on note g_ et qui est la valeur finale du
>+

signal représenté par la fonction g.
On rappelle que, d’aprés le théoréme de la valeur finale, g = lilz)a+ pG(p).
P>

Déterminer g .

a) Déterminer la transformée de Laplace de la fonction qui a tout nombre réel ¢ associe
e sin(54)U(¢).

b) En déduire ’expression de g(z).

Partie C

Dans cette partie, on prend p =5.

En annexe 1, i rendre avec la copie, on a représenté, sur ’intervalle [O ;40 [, les courbes C, et C,

représentatives des fonctions fet g définies dans les parties A et Bavec B =5.

On admet ici que pour tout nombre réel ¢ positif ou nul : f(¢) =5e™** +5 et g(t) =10—2e™* sin(5¢).
On rappelle que f, et g sont les limites respectives des fonctions fet gen +oo.

Onadonc: f, =5et g =10.

1.

2.

f(t)"foo :e—2t )
S

a) Vérifier que pour tout nombre réel ¢ positifounul on a :

b) Soit ¢, le nombre réel tel que :

M <0,02

o«

Calculer la valeur exacte de ¢, , puis une valeur approchée de ¢, , arrondie au dixiéme.

pour tout £ = ¢,.

Soit ¢, le nombre réel tel que :

-0,02< E(t)_;g‘” <0,02 pourtout r=1,.
8w

Graphiquement, déterminer une valeur approchée de ¢, , arrondie au dixi¢me.

Dans ce probléme, on a étudié un systéeme entrée-sortie, dans la partie A libre de tout asservissement,
puis dans la partie B contrélé par une commande intégrale.

On a montré que grdce a cette commande on peut stabiliser la sortie a la valeur 10 indépendamment
de la perturbation B, au prix d’une détérioration du temps de réponse du systéme et de [’apparition
d’oscillations amorties.
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Exercice 2 (8 points)
Les parties A et B peuvent étre traitées de maniére indépendante.

Le fournisseur d’accés Internet Mathoile propose des abonnements comportant la fourniture d’un
modem ADSL. On appelle p la proportion de modems défectueux parmi ceux fournis aux clients.
Dans tout I’exercice, on considére que p est aussi la probabilité pour un client donné de recevoir un
modem défectueux.

Une association de consommateurs lance une enquéte auprés des abonnés a sa revue pour estimer leur
degré de satisfaction concernant leur abonnement ADSL. On appelle p' la proportion de modems

défectueux parmi ceux qui ont été fournis aux abonnés a la revue, clients de Mathoile.

Partie A : estimation de p’

Parmi les réponses a 1’enquéte regues par 1’association, 428 concernent des abonnés, clients du
fournisseur d’acces Mathoile. Sur ces 428 abonnés, 86 déclarent avoir regu un modem défectueux.

1. Onnote f, la proportion de modems défectueux chez les abonnés, également clients de Mathoile,
ayant répondu a I’enquéte.
Donner la valeur exacte de f,, puis sa valeur arrondie au centieme.

2. Soit F' la variable aléatoire qui, 4 un lot de » modems, pris au hasard parmi ceux fournis par
Mathoile dans la population des abonnés 4 la revue, associe la fréquence d’appareils défectueux.

On peut admettre, # étant assez grand, que la variable aléatoire F suit une loi normale de moyenne

14 1_ 14
p' et d’écart type G=1}£—(——L).
n

1 —_
Dans cette situation, I’écart type o de la variable aléatoire F peut étre approché par 1’———f3 ( 4 Sf'”’) .

Les responsables de la revue font le raisonnement suivant : « le grand nombre de réponses regues
a notre enquéte par les abonnés a notre revue, clients de Mathoile, est un échantillon pris au
hasard dans [’ensemble de nos abonnés qui ont regu un modem Mathoile». Dans cette hypothése,
déterminer un intervalle de confiance de p’ avec un coefficient de confiance de 0,95.

Partie B : test de validité d’hypothése

Le fournisseur d’accés Mathoile réfute que I’estimation de la proportion p’ de modems défectueux
obtenue dans la partie A puisse s’appliquer a I’ensemble de sa production.

Il considére en effet que 1’échantillon des personnes qui ont répondu 3 I’enquéte n’est pas représentatif
de sa clientéle.

Ce fournisseur contacte alors un organisme indépendant qui procéde a son tour a une enquéte en
interrogeant 400 clients Mathoile choisis de mani¢re aléatoire.
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On appelle G la variable aléatoire qui, & un échantillon de 400 modems, associe la fréquence
d’appareils défectueux dans cet échantillon. A partir de cette enquéte, on souhaite tester, au seuil de

5%, ’hypothese nulle H,, : « la probabilité p est égale a 0,16 » contre ’hypothése alternative H, :
« la probabilité p est inférieure 4 0,16 ».

1. On peut supposer, sous I’hypothése nulle, que G suit une loi normale de moyenne 0,16 et d’écart

type 5 = 0,16(1-0,16)
400 )

Soit a le nombre réel a tel que : P(G <0,16—a)=0,05.
Montrer qu’une valeur arrondie 4 10~ du nombre a est égale 4 0,030.

2. Enoncer la régle de décision du test.

3. Sur 400 personnes interrogées, 48 déclarent avoir recu un modem défectueux. Quelle est la
conclusion du test ? '

L’estimation de la partie A repose sur un échantillon non aléatoire et, sans doute, pas représentatif
des clients du fournisseur Mathoile.
En revanche, dans la partie B, la méthodologie de construction du test est acceptable.
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