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SUJET

> SUJET

DAPRES LIBAN <> JUIN 2003

Avant de commencer

EXERCICE 1

® Thémes du programme

Probabilités ; loi binomiale ; événements indépendants.
Raisonnement par récurrence.

Limite d'une suite

® Analyse de I'exercice

Etude d’une série de n tirages successifs et indépendants dans une urne.

La premiere question étudie quelques cas particuliers et prépare le candidat a la généralisation, traitée ensuite.
L'exercice se termine par I’étude d'une suite. Il est indispensable de bien étudier le texte, en particulier la définition
de p,,.

EXERCICE 2

® Thémes du programme
Fonction exponentielle ; théoréme des valeurs intermédiaires ; asymptote ; calcul d’aire ; intégration par parties ;
suites.

® Analyse de 'exercice

Un sujet d’analyse tres classique, en quatre parties :

- Etude d’une fonction auxiliaire (partie A), qui permettra I’étude de la fonction principale f (partie B).

— Calcul d’aire, avec une petite difficulté puisque la fonction f est négative sur l'intervalle considéré (partie C).
— Enfin, étude d’une suite (partie D) avec interprétation géométrique du résultat.

EXERCICE 3

® Thémes du programme

Nombres complexes :

— Résolution d'une équation du second degré a coefficients réels.

— Interprétation complexe d'une translation, une homothétie et une rotation.
- Etude d’une configuration.

® Analyse de 'exercice

Un exercice simple qui permet une bonne révision des bases du programme sur les nombres complexes. On y ren-
contre en particulier les trois transformations au programme.

Le candidat qui connait son cours doit pouvoir le traiter sans hésitation.

Exercice 1 (5 points)

Une urne contient quatre boules noires et deux boules blanches.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On répete n fois 1'épreuve qui consiste a tirer une boule puis a la remet-
tre dans 'urne ; on suppose que toutes les boules ont la méme probabilité d’étre tirées et que les tirages sont indé-
pendants.

On note p,, la probabilité de tirer exactement une boule blanche lors des n — 1 premiers tirages et une boule blanche
lors du n-ieme tirage.

1. Calculer les probabilités p,, p3 et py.
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2. On consideére les événements suivants :
B,, : « On tire une boule blanche lors du n-iéme tirage »,
U,, : « On tire une boule blanche et une seule lors des n — 1 premiers tirages ».

a. Calculer la probabilité de I'événement B,,.

b. Exprimer la probabilité de 1’événement U, en fonction de n.

_ n
c. En déduire I'expression de p,, en fonction de n et vérifier I'égalité : p, = nTl X @) .
3.0npose S, = py+p3+...+p,.
n
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2,ona: S, = 1 - (g + 1) X (%) .

b. Déterminer la limite de la suite (S,,).

On note p,, la probabilité de tirer exactement une boule blanche lors des n — 1 premiers tirages et une boule blanche
lors du n-iéme tirage.

1. Calculer les probabilités p,, p3 et p4. (1,5 point)

2. On considére les événements suivants :
B,, : « On tire une boule blanche lors du n-iéme tirage »,
U,, : « On tire une boule blanche et une seule lors des n — 1 premiers tirages ».

a. Calculer la probabilité de I'événement B,,. (0,5 point)

b. Exprimer la probabilité de I'événement U,, en fonction de n. (0,75 point)
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n
c. En déduire I'expression de p,, en fonction de n et vérifier I'égalité : p, = nT—l X (%) . (1 point)

3.0npose: S, = p,+pz+...+p,.

n
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2, ona: §, =1 _(E + 1) X (%) .
(1 point)

b. Déterminer la limite de la suite (S,)). (0,5 point)
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Exercice 2 (10 points)

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire g

La fonction g est définie sur R par g(x) = 2e* +2x—7.

1. Etudier les limites de g en — et en +oo.

2. Etudier le sens de variation de la fonction g sur R et dresser son tableau de variation.

3. Justifier que 1’équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique « telle que 0,94 < o. < 0,941.

4. Etudier le signe de g sur R.

Partie B : Etude d’une fonction f

La fonction fest définie sur R par f(x) = (2x-5)(1- e_x).

> -
On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormal (O; i, j ).

’

1. Etudier le signe de fsur R.
2. Etudier les limites de fen —eo et en +oo.

3. Calculer f"(x), ou f” désigne la fonction dérivée de f, et vérifier que f’(x) et g(x) ont le méme signe.
Dresser le tableau de variation de f.

(20.-5)°

. 200-7

b. Etudier le sens de variation de la fonction h : x —

4. a. Démontrer 'égalité : fla) = )

(2x-95)
2x-7

En déduire, a partir de I'encadrement de o obtenu dans la partie A, un encadrement d’amplitude 1072 de (o).

sur 'intervalle } —oo ; %[

5. Démontrer que la droite %, d’équation y = 2x -5, est asymptote a € en +eo.
Préciser la position de € par rapport a 9.

> -
6. Tracer la droite 9 et la courbe € dans le repére (O ; i, j ) (unité graphique 2 cm).

Partie C : Calcul d’aire
A l'aide d’une intégration par parties, calculer en cm? laire s¢ de la portion de plan délimitée par la courbe ¢, ’axe

des abscisses, 1’axe des ordonnées et la droite d’équation x = >

Partie D : Etude d’une suite de rapports de distances

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on considére les points A,, B, et C,, d’abscisse n, appartenant res-

C
pectivement a I’axe des abscisses, a la droite & et a la courbe € ; soit u,, le réel défini par u,, = A” B".
n-n
. . - L 1a . _2n-5-f(n)
1. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 3, ona: u, = 555

2. a. Quelle est la nature de la suite (u,;) ?

b. Calculer la limite de la suite (). Pouvait-on prévoir ce résultat ?

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire g

La fonction g est définie sur R par g(x) = 2e* +2x—7.

1. Etudier les limites de g en —eo et en +oo. (0,5 point)
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2. Etudier le sens de variation de la fonction g sur R et dresser son tableau de variation. (0,5 point)

3. Justifier que I'équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique o telle que : 0,94 < o. < 0,941. (0,75 point)

4. Etudier le signe de g sur R. (0,25 point)

Partie B : Etude d’une fonction f

La fonction fest définie sur R par f(x) = (2x-5)(1 - e_x). N
On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (O; i, j ).

1. Etudier le signe de f'sur R. (0,5 point)
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2. Etudier les limites de fen — et en +eo. (0,5 point)

3. Calculer f(x), ou f” désigne la fonction dérivée de f, et vérifier que f"(x) et g(x) ont le méme signe.
Dresser le tableau de variation de f. (0,75 point)

(Zoc—S)2

4. a. Démontrer 'égalité : fla) = a7

(0,5 point)

(2x-5)°
2x-7
En déduire, a partir de I’encadrement de o obtenu dans la partie A, un encadrement d’amplitude 10 de f(o).

(1 point)

b. Etudier le sens de variation de la fonction h : x — sur l'intervalle ]—eo ; %[
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5. Démontrer que la droite %, d’équation y = 2x -5, est asymptote a € en +oo.
Préciser la position de € par rapport a %. (0,75 point)

- -
6. Tracer la droite & et la courbe € dans le repére (O ; i, j ) (unité graphique 2 cm) (0,5 point)
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Partie C : Calcul d’aire

A l'aide d’une intégration par parties, calculer en cm? laire o de la portion de plan délimitée par la courbe €, ’axe
des abscisses, 'axe des ordonnées et la droite d’équation x = % (1,5 point)

Partie D : Etude d’une suite de rapports de distances

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, on considére les points A, B, et C,, d’abscisse n, appartenant res-

C.B
pectivement a I'axe des abscisses, a la droite & et a la courbe % ; soit u,, le réel défini par: u,, = Aan'
n-n
1. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 3, ona: u, = %_—g(n) (1 point)

2. a. Quelle est la nature de la suite (u,,) ? (0,5 point)
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b. Calculer la limite de la suite (u,,). Pouvait-on prévoir ce résultat ? (0,5 point)

Exercice 3 (5 points)

1. Résoudre dans C 1’équation : 475 -127+153 = 0.

- -
2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O ; u, v ), d'unité graphique 1 cm, on consideére les
>
points A, B,SC, P d’affixes respectives: z, = %+ 6i, zp = %— 6i, zo = -3 - }li, zp = 3 +2i, etlevecteur w d’affixe :
zs = -1+3i.
w 2

%
a. Déterminer l'affixe z, du point Q, image du point B par la translation t de vecteur w.

b. Déterminer I'affixe z; du point R, image du point P par 'homothétie h de centre C et de rapport — %

c. Déterminer l'affixe zg du point S, image du point P par la rotation r de centre A et d’angle - g
d. Placer les points P, Q, Ret S.

3. a. Démontrer que le quadrilatere PQRS est un parallélogramme.
Zp-2
b. Calculer %2. En déduire la nature précise du parallélogramme PQRS.
PT2Q
c. Justifier que les points P, Q, R et S appartiennent a un méme cercle, noté €. On calculera l'affixe de son centre Q
et son rayon p.

4. La droite (AP) est-elle tangente au cercle € ?

1. Résoudre dans C I'équation : 475 -127+153 = 0. (0,5 point)

- >
2. Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O ; u, v ), d'unité graphique 1 cm, on considere les

9
points A, B,SC, P d’affixes respectives: z, = % +6i, z = %— 6i, zo = -3- %i, zp = 3 +2i, etlevecteur w d’affixe :
Z‘Z =-1+ 21.

%
a. Déterminer l'affixe z, du point Q, image du point B par la translation t de vecteur w. (0,5 point)
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b. Déterminer 'affixe z du point R, image du point P par 'homothétie k de centre C et de rapport — % (0,5 point)

c. Déterminer 'affixe zg du point S, image du point P par la rotation r de centre A et d’angle — g (0,5 point)

d. Placer les points P, Q, Ret S.

T B .
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3. a. Démontrer que le quadrilatére PQRS est un parallélogramme. (0,5 point)

Zp-z
b. Calculer %1. En déduire la nature précise du parallélogramme PQRS. (0,75 point)
PTeQ

c. Justifier que les points P, Q, R et S appartiennent a un méme cercle, noté €. On calculera l'affixe de son centre Q
et son rayon p. (0,5 point)

4. La droite (AP) est-elle tangente au cercle 6 ? (0,75 point)




[MATHEMATIQUES § ) SUJETS COMPLETS CORRIGES SUJET 2 & D4PRES LBAN 4 JUN 2003

SUJET ,
2 CORRIGE

Exercice 1

1. On note B; I'’événement « tirer une boule blanche en k-iéme tirage » et N; I'événement « tirer une boule noire
au k-iéme tirage ».
Py = p(B;nB,) = p(By)xp(B,) car les tirages sont indépendants.

L'urne contient 6 boules dont 2 boules blanches. Toutes les boules ont la méme probabilité d’étre tirées donc

2 1
PB) =5 =3 )
Comme on remet la boule dans I'urne apres tirage, pour tout k> 1, p(B;) = % D’ou p, = 5
p3 = p((By "N, nB3) U(N; "B, nB3)). Les événements (B; "N, nBj3) et (N; nB, nB3) sont incompatibles,
d’'ot p3 = p(B; "Ny B3) +p(N; nB, N Bj).
Par indépendance des tirages, p; = p(B;) - p(Ny) - p(B3) + p(Ny) - p(B,) - p(By).

2 s 1\2(2
Or,pourtoutkzl,p(Nk)zé.Doup3= 33 x 2.
4
b3 = 37

Py = (BN, MN3NBy) U(N; By, nN3nBy) U (NN, nB3;nBy)l.

En raisonnant comme ci-dessus, on obtient :
2)2(1)2
r=3(3)3)
4
Py = 37
2 B,) = 1
. a. p( n) = §

b. On considere la suite des nn — 1 premiers tirages. Ces tirages sont effectués de maniére indépendante, dans des con-
ditions identiques. Chacun de ces tirages a deux issues possibles. Soit on tire une boule blanche (« succes ») avec une

probabilité égale a % Soit on tire une boule noire (« échec ») avec une probabilité égale a %

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches tirées. X suit la loi binomiale de parametres n—1 et % :

X <> %(n—l %)

g = (YR

2n—2

3n—1'

Soit p(U,)) = (n-1)

c.p, =pU,nB,) = p(U,)xp(B,) par indépendance des tirages.
2"? 1
Pl’l = (n—l)g;l“:—IX§.

2n—2

p, = m-1)x

L

n
3. a. Soit ne N, n>2. On note P, la proposition : S, = 1 —(S + 1)X @) :

PR

2
*Onad’'unepart: §, = p, = é (voir question 1) et d’autre part: 1 - (% + 1) X (g) =1-2 xg =

2 3

Ol —
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Donc P, est vraie.

¢ Supposons que P, est vraie pour un entier n arbitrairement fixé (n = 2).

. n zn
Onaalors: S, = 1- 2+1)X(§) 208,01 = Syt Pus-
. n 2\ 2 n+1
i 5,01 13 (330
L (2\"*1r3(n n
o= 1=(5) [35+1)-4]
2\"*1r3n 3 n
Sie=1-(3) [F*3-4)
2\"+1r1 3
S = 1-(3) " [3743]
2

S, = 1—(3)“1[%”}.

Dong, si P,, est vraie, alors P, , ; est vraie.

Conclusion : La propriété est vraie pour n = 2, elle est héréditaire. On en déduit, d’apres le principe de récurrence,

n
que, pour tout natureln>2, S, = 1- (g + 1) X (%) .

—1 (2 (Y 2
b. S, = 1—2x(3) —(3) cor |2

2 n
<1 donc lim (—) = 0.

no +eo \3

2 2
Or In3<0 car0< 2 <1ldonc lim (nlng) = —o et lim XeX = 0 (croissance comparée)
3 n— 4o X — -

2 nln% R ningy 2\
donc lim nlnZe = 0. D'ou lim ne = 0 donc lim n (—) = 0. Onaalors lim §, = 1.
n—> +oo 3 n—> +oo n—> +oo 3 n— +oo

Exercice 2

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire g

1. lim g(x) = lim (Zex+2x—7)
X — —oo X — —o0

lim (2¢*) =0

o donc lim g(x) = —oo.
lim (2x-7) = — X ==

X — —oo

lim g(x) = lim (2e*+2x-7) = +eo.
X — +oo X —> +oo

=> suite page 175

17
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2. La fonction g est dérivable sur R et, pour tout réel x, g'(x) = 2e*+2.
Pour tout réel x, g(x) > 0. Donc g est strictement croissante sur R.

X —00 “+oo

8 (x) +

3. La fonction g est continue et strictement croissante sur R.

lim g(x) = —~ et lim g(x) = +oo.
X — —oo X —> 4oo

D’apreés le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, I’équation g(x) = 0 admet une unique solution «
dans R.
Or $(0,94)~-3,7x 107
$(0,941)=7x 107
donc £(0,94) < g(a) <g(0,941) et 0,94 < o0 < 0,941.

4. g est strictement croissante sur R ; g(a) = 0. Donc g est négative sur ]—- ; a] et positive sur [« ; +oof.

Partie B : Etude d’une fonction f
1. Signe de f(x) = (2x-5)(1-e™).
Ona: 1-e* =0 o x=0.

1-e*>0 e <1 & x>0.

On peut alors étudier le signe de f(x) dans un tableau.

+o0
X —oo 0 %

signe de (2x - 5) - - (i) +

signe de (1 —e™) - + +

signe de f(x) + + (|) +

2. lim f(x) = lim (2x-5)(1-e™).

X —>—o0

lim (2x-35) = —oo

X — —o0

+
3

L donc lim f(x) =
lim (1-e7) = —oo X ——e0
X —> —oo

e lim f(x) = lim (2x-5)(1-e™)
X —> +oo X — +oo

lim (2x-5) = 4+

X — +oo
. donc lim f(x) = +oo.
lim (1-e ") =1 X = +eo
X — 400

3. La fonction f est dérivable sur R.

Pour tout réel x, f(x) = 2(1- e +e¥(2x-5)
f(x) =2+ 2xe ¥ —7¢e7"

f'(x) = e ¥(2e*+2x-7)

f(x) = e g(x).

172
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Or, pour tout réel x, on a e *>0. Donc f’(x) a méme signe que g(x).
On en déduit que :

e f’(x) <0 sur |- ; of donc fest décroissante sur |-, o

e f’(x) 20 sur [o; +eo[ donc fest croissante sur [o ; +oo.

X —oo o +oo

fe) . ’

+oo +oo
f \ /
flo)

4.a.0na flo) = (20-5)(1-e ).

Or g(a) = 0 donc 2¢*+20-7 =0

o 7-20
T2
= 2
T 7-2a
Dot f(a) = (20-5) (1 -2 )
7-20
5-2a
flo) = 2a-5) (352 )
2
_(2a-5)
fla) = S———.
b. La fonction h est une fonction rationnelle définie et dérivable sur |- ; g [.
Pour tout x < %,
, 4(2X-5)(2x-7)=2(2x-5)*
h'(x) = -
2x-7)
W (x) = 2(2x - 5)(2);— 9).
(2x-7)
5 5 2 5
2x-5<0 sur ]-oo; 5 [; 2x-9<0 sur |- ; 5 [; et (2x=7)">0 sur |- ; 3 [-
Donc, pour tout x < %, h’(x) > 0. La fonction h est strictement croissante sur |-« ; 5 [.

Or flo) = h(a) et 0,94 < a <0,941. D’ou h(0,94) < f(a) <h(0,941). Comme h(0,94)=-1,90125 a 107 pres et
h(0,941) = -1,89955 a107° pres, on peut donner comme encadrement de f{o) d’amplitude de 1072
-1,902 < f{a) <-1,892.
5. Pour tout x réel, f(x)-y = (2x-5)(1- e ) - (2x-5), f(x)-y = (2x- 5)(—e ™).
fx)y-y = —2xe ¥ +5e*. Or lim xe™ = 0 (croissance comparée) et lim 5¢ = 0 donc lim f(x-y) = 0. Donc

X = +oo X = +oo X — +oo
la droite & est asymptote a € au voisinage de +eo.
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X o S oo
2
Signe de (2x-35) - +
Signe de —e ™ - -
Signe de f(x)-y + -
Interprétation € est au-dessus de & € est en dessous de &

6. Représentation graphique

Partie C : Calcul d’aire

5
La fonction fest négative sur [0 ; %]. (voir question B. 1.). D'ou o = — LZ) f(x) dx (en unité d’aire).
5

L'unité graphique est 2 cm donc l'unité d’aire est 4 cm?2. o = —4_[(2) f(x) dx (en cm?).
5

Soit 1= f)(Zx—S)(l—e*")dx.
On pose u(x) =2x-5 v(x) = 1-e™

ux) =2 v(x) = x+e .

u et v sont dérivables sur [0, §] et u’ et v/ sont continues sur [0 ; g].

D’apres le théoreme d’intégration par parties :

512 3
I= [(2x—5)(x+e7x)} - JZZ(x+e7X)dx
0 0
1 2 x 5/2
1_5-2[? - }0
_3
1=5-2Fg5--e 2+1}
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5

I=—%+2e 2.
S
D'otl o = — 4 —%3-+2e 2].

NI/

A= 13—8e7 cm?.

Partie D : Etude d’une suite de rapports de distances

1. Pour n = 3, la courbe € est située en dessous de & (voir partie B), donc y > y. .
Les coordonnées respectives des trois points sont :

A,(n;0)

B,(n;2n-5)

C,,(n ; fin))

C,B, = ‘an - ycn‘ =2n-5-f(n)

AB,=yg —ys =2n-5.

n-n
. C.B, 2n-5-f(n)
Dlowty, = 38, =~ 2n=5

n

_ 2n-5-f(n)

. 575 Or f(n) = 2n-5)(1-e ")

2.a.u
u, = 1-(1-e") =e™"

— e (n+1)‘

Upy1 =

N -1 . . P . -1
D’ou pour toutn >3, u,,; = € u,. Lasuite (u,) estune suite géométrique de raison e .
-1 . . N Lo
b. Comme ‘e ‘<1, lim u, = 0. La droite % est asymptote a la courbe 6 au voisinage de +e donc
n— +oo

nli)ni C,B, = 0. De plus, nlini A, B, = +oo carle point A, appartient a I'axe des abscisses et A, est situé sur la droite

%.0r lim (2n-5) = +e. Comme u,, = ——", on abien lim u, = 0.
11— +oo A,B, n— +oo

Exercice 3

1. 4221224153 = 0
A=144 - 4x4x153=-2 304 = (48i)2.

L’équation admet deux racines complexes conjugées : 12 45—5481 et 12 _8481 soit g +6i et % - 6i.
-> L= >
2. a. Q est I'image de B par la translation de vecteur w, d’ou: BQ = w.
Onaalors: zg-zg = -1 +Zi
. 3 . S.
soit zq = 2—61—1 + 51
z 1_ Zi
Q=2 2¢

b. Le point R est 'image du point P par 'homothétie /1 de centre C et de rapport — 1.

.2 12 3
D’ou CR = — §CP. On a alors :
1
Zg—z¢ =~ 3(2p-2¢)
1. 1 . 1.
zR+3+11 = - §(3+21+3+711)
ZR = -5-i.
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T

c. Le point S est 'image du point P par la rotation r de centre A et d’angle — 5
LT

it
N 2
Dot zg—z, = e ~ (zp—2,)

. 3L .3 .
Soit ZS—§+61—1(3+21—§—61)
z ——§+2i
s™2727
d. Figure
’ ) i ;
==, z::::fql_%‘- H
T
: 1 H o N-l-r. ..
EEREses H PP HHE =% au/inEs
EiE T -\ :
\
H H m..u-‘_
m. 5 e
s e zp- 2o = 3420 (-349%) = L5,
3. a. SP a pour affixe : zp-zg = (3+21)—(—§+21) =5 5l

ﬁ
RQ a pour affixe : Zq —2p = (%—%i)—(—S—i) = %—%i.

- —
D’ou SP = RQ donc le quadrilatére PQSR est un parallélogramme.

CsoioiyZy S
b ZR=Z%q _ 2 2 __2 2
% 3e2ig+fi el
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Zp—Z
Ori(§+ﬂi)= Si 1l yonc ZR7%Q _ 5
2 2 2 2 Zp-2zq

D’ou Zp-2q = i(ZP—ZQ)

a

i=
2
Zp-2g =€ (ZP—ZQ).
Donc R est 'image de P par la rotation de centre Q et d’angle g On en déduit que le parallelogramme PQRS est
un carré.

c. Les points P, Q, R, S étant les sommets d'un carré, ils appartiennent au cercle de centre Q, milieu de [PR] et de
rayon QP.

1
Zg = E(ZP +2zp)

1

zg = -1+ zi.
3.
QP = ‘ZP—ZQ‘ = 4+§1
1
¢ est le cercle de centre Q, d’affixe — 1 + %i et de rayon %JT?»
— —> —
4. L'affixe du vecteur AP est z, -2z, = % —4i. L’affixe du vecteur RP est zp, —zy = 8 + 3i. Donc le vecteur AP a pour
. (3 53 . 2 =2 3 3
coordonnées (Z ; —4) et le vecteur RP a pour coordonnées (8 ; 3). D’'ot AP - RP = 5 x8-4x3 = 0. Les vecteurs AP

et RP sont donc orthogonaux. La droite (AP) est perpendiculaire au diametre [RP] en P donc la droite (AP) est tan-

gente au cercle € en P.




