Brevet de technicien supérieur

Métropole-Antilles-Guyane
session 2013 - groupement B1

Exercice 1 12 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante
Dans cet exercice, on étudie des fonctions intervenant dans les prévisions sur la vi-
tesse moyenne du vent pour I'implantation d’éoliennes.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On consideére I'équation différentielle

(B): ¥ +(0,25x)y=0,25x
ol y estune fonction inconnue de la variable réelle x, définie et dérivable sur [0; +oo[

et y' sa fonction dérivée.

1. Déterminer les solutions définies sur [0 ; +oo[ de I’équation différentielle

(Eo): ¥y +(0,25x)y=0.

2. Vérifier que la fonction constante h, définie sur [0 ; +oo[ par h(x) = 1, est une
solution de I'équation différentielle (E).
3. En déduire les solutions de 'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition
initiale F(0) = 0.

Remarque : la fonction F intervient dans la partie C de cet exercice

B. Etude d’'une fonction

Soit f la fonction définie sur [0 ; +ool par

2
f(x0) = (0,25x)e”0125%
Remarque: la fonction f n’est pas une solution de I'équation différentielle (E).
On désigne par C la courbe représentative de f dans un repere (O, 1, ] )
1. Lesquestions a. et b. suivantes sont des questions a choix multiples. Pour chaque
question, une seule réponse est exacte. Recopier sur la copie la réponse qui vous
parait exacte. On ne demande aucune justification. La réponse juste rapporte

un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni n'en-
leve de point.

a. xl—lvl}—loof(x) est égala:

| +oo | —o0 | 0 |

b. En +oola courbe C admet une asymptote d’équation :

| y=-0,125x> | y=0 | x=0 |

2. a. Démontrer que, pour tout réel x de 'intervalle [0 ; +ool,

£/(x) =0,0625(2 + x)(2 — x)e 012



Brevet de technicien supérieur A.PM.E.P

b. En déduire le signe de f'(x) sur l'intervalle [0 ; +ool.
c. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +ool.

3. Unlogiciel de calcul formel fournit le développement limité de la fonction f,
alordre 3, au voisinage de zéro :

f(x) =0,25x-0,03125x> + x°¢(X) avec lim e (:x) = 0.
X—

Ce résultat est admis et n’est donc pas a démontrer.

a. En déduire une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abs-
cisse 0.

b. Etudier la position relative de T et de C au voisinage du point d’abscisse
0, pour x positif.

C. Application a I'étude de la vitesse du vent

1. Soit F la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

Fx)=1- e—0,125x2_
a. Calculer lim F(x).
X—+00

b. Démontrer que F est une primitive sur [0 ; +oo[ de la fonction f définie
sur [0; +oof par:

£(x) = (0,25x)e 01255

6
2. Calculer I = f f(x)dx. Donner la valeur approchée du résultat arrondie a
1
1072,
Le résultat précédent donne la probabilité, qu'une journée donnée, la vitesse
moyenne du vent soit comprise entre 1 m/s et 6 m/s.

Exercice 2 8 points

Les quatre parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
Dans cet exercice, les résultats approchés sont a arrondir 2 102

A. Loi de Poisson

On désigne par X la variable aléatoire qui, a tout intervalle de temps d'une durée de
30 secondes, associe le nombre de skieurs se présentant a une remontée mécanique,
entre 14 heures et 15 heures. On admet que X suit la loi de Poisson de parametre
A=6.

1. Déterminer la probabilité P(X = 6).

2. Calculerla probabilité que, pendant un intervalle de temps d'une durée de 30
secondes pris au hasard entre 14 heures et 15 heures, il se présente au plus
6 skieurs.

B. Loi normale

Une entreprise découpe une grande quantité de tubes pour le montage des remon-
tées mécaniques. La longueur des tubes est exprimée en millimetres. Un tube est dit
«conforme pour la longueur » lorsque celle-ci appartient a 'intervalle [245; 255].
On désigne par Y la variable aléatoire qui, a chaque tube pris au hasard dans la
production d’'une journée, associe sa longueur.
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1. Apres un réglage de la machine, on admet que la variable aléatoire Y suit la
loi normale de moyenne 250 et d’écart type 3.
Calculer la probabilité qu'un tube pris au hasard dans la production de cette
journée soit conforme pour la longueur.

2. Le résultat obtenu au 1. n'est pas jugé satisfaisant. On décide de modifier
I'écart type al’aide d'un nouveau réglage de la machine. Dans cette question,
la variable aléatoire Y suit une loi normale de moyenne 250 et d’écart type o.

Déterminer 'écart type o pour que P(245 < Y < 255) =0,97.

C. Loi binomiale

Dans un lot de tubes, 3% des tubes ne sont pas conformes pour la longueur. On
préleve au hasard 50 tubes de ce lot. Le lot est suffisamment important pour que
I'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de 50 lots.

On considere la variable aléatoire Z qui, a tout prélévement ainsi défini, associe le
nombre de tubes qui ne sont pas conformes pour la longueur.

1. Justifier que la variable aléatoire Z suit une loi binomiale dont on précisera
les parametres.

2. Calculer la probabilité P(Z = 0).

3. Calculer la probabilité que dans un tel prélevement au moins un tube ne soit
pas conforme pour la longueur.

D. Test d’hypothese

On se propose de construire un test d’hypotheése pour controler la moyenne p incon-
nue des longueurs, exprimées en millimetres, d'un lot important de tubes destinés
au montage des remontées mécaniques.

On désigne par L la variable aléatoire qui, a chaque échantillon aléatoire de 50 tubes
prélevés au hasard dans ce lot, associe la moyenne des longueurs de ces tubes (le lot
est suffisamment important pour que I'on puisse assimiler ces prélevements a des
tirages avec remise).

Lhypothese nulle est Hyp : ¢ = 250. Dans ce cas, on considere que le lot est conforme.
Lhypothese alternative est Hj : u # 250.

Le seuil de signification du test est fixé a 5 %.

1. Sous I'hypotheése nulle Hy, on admet que la variable aléatoire L suit la loi
normale de moyenne 250 et d’écart type 0, 33.

On admet également que P (249,35 < 1< 250,65) =0,95. Ce résultat n’a pasa
étre démontré.

Enoncer la régle de décision permettant d’utiliser ce test.

2. On préleve un échantillon aléatoire de 50 tubes dans le lot et on observe que,
pour cet échantillon, la moyenne des longueurs des tubes est ¢ = 250,49.
Peut-on, au seuil de 5 %, conclure que ce lot est conforme ?
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Exercice 1 12 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante
Dans cet exercice, on étudie des fonctions intervenant dans les prévisions sur la vi-
tesse moyenne du vent pour I'implantation d’éoliennes.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle

(B): ¥y +(0,25x)y=0,25x
ol y estune fonction inconnue de la variable réelle x, définie et dérivable sur [0; +oo[

et y' sa fonction dérivée.

1. Déterminer les solutions définies sur [0 ; +oo[ de I’équation différentielle

(Eo): ¥y +(0,25x)y=0.

2. Vérifier que la fonction constante h, définie sur [0 ; +oo[ par h(x) = 1, est une
solution de I'’équation différentielle (E).
3. En déduire les solutions de 'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition
initiale F(0) = 0.
Remarque : la fonction F intervient dans la partie C de cet exercice

B. Etude d’une fonction

Soit f la fonction définie sur [0 ; +ool par

£(x) = (0,25x)e~125%°
Remarque: la fonction f n’est pas une solution de I'équation différentielle (E).

On désigne par C la courbe représentative de f dans un repere (O, T, 7)

1. Lesquestions a. et b. suivantes sont des questions a choix multiples. Pour chaque
question, une seule réponse est exacte. Recopier sur la copie la réponse qui vous
parait exacte. On ne demande aucune justification. La réponse juste rapporte
un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni n'en-
leve de point.

a. XETOO f(x) estégala:

| +oo | o | 0 |

b. En +oo la courbe C admet une asymptote d’équation :

| y=-0,125x> | y=0 | x=0 |

2. a. Démontrer que, pour tout réel x de 'intervalle [0 ; +o0l,

£/(x) =0,0625(2 + x)(2 — x)e 012
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b. En déduire le signe de f'(x) sur l'intervalle [0 ; +ool.
c. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +ool.

3. Unlogiciel de calcul formel fournit le développement limité de la fonction f,
alordre 3, au voisinage de zéro :

f(x) =0,25x-0,03125x> + x°¢(X) avec lim e(x) = 0.
X—

Ce résultat est admis et n’est donc pas a démontrer.

a. En déduire une équation de la tangente T a la courbe C au point d’abs-
cisse 0.

b. Etudier la position relative de T et de C au voisinage du point d’abscisse
0, pour x positif.

C. Application a I'étude de la vitesse du vent

1. Soit F la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

F(x)=1- e~ 0.125x>
a. Calculer lim F(x).
X—+00
b. Démontrer que F est une primitive sur [0 ; +oo[ de la fonction f définie
sur [0; +oof par:

£(x) = (0,25x)e0125%,

6
2. Calculer I = f f(x)dx. Donner la valeur approchée du résultat arrondie a
1

1072,
Le résultat précédent donne la probabilité, qu'une journée donnée, la vitesse
moyenne du vent soit comprise entre1 m/s et 6 m/s.

Exercice 2 8 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Etude d’un signal

On consideére la fonction f, périodique de période T = 4, définie par :
flx) = 2 si xe[0;3];
fx) 0 si x€[3;4[

1. a. Déterminer f (1), f(3,2) puis f(3).
b. Tracer la représentation graphique de la fonction f, pour x variant dans
I'intervalle [—4 ; 8[ dans un repeére orthogonal d’unités graphiques 1 cm
sur I'axe des abscisses et 2 cm sur ’axe des ordonnées.

2. Cette question est une question d choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous paralt exacte. On ne demande aucune
Jjustification. La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une
absence de réponse ne rapporte ni n'enléve de point.

Sixe[13; 14[, f(x)=0
Sixe[l4; 15], f(x) =2
Sixe[l5; 16][, f(x)=2
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7
3. Onnote w la pulsation associée a la fonction f. Justifier que w = 2

B. Calcul des coefficients de Fourier a,, du signal

On note ay, et b, les coefficients de Fourier de la fonction f.
- 3
1. Vérifier que ap = >
3 b3
2. a. Soit nunentier supérieur ou égala 1, calculerl'intégrale I = f cos (HE t) dz.
0

. 2 . (3nm
b. Montrer que, pour tout entier n > 1, a, = — sin T .
nm

c. En déduire les valeurs exactes de a;, a; et as.
C. Application a la valeur efficace

. 2 . (3n#m 2 3nn
1. Onadmetque, pour toutentiern > 1,a, = —sin| — |etbh, = — |1 —cos|—||.
nm 2 nm 2

Recopier et compléter le tableau suivant avec des valeurs approchées arron-
dies a 0,001.

n 0 1 2 3
an 1,5
by

2. Onnote f; la valeur efficace de la fonction f et on admet que f2 = 3.

1
Soit P le nombre défini par : P = aj + > (@ + b? + a5 + bl + a5 + b3).

On veut vérifier que le nombre P est une approximation de fZ.

a. En utilisant les nombres du tableau de la question 1., calculer le nombre
P. Donner la valeur approchée de P arrondie a 0,01.

b. On appelle erreur relative de 'approximation le nombre

Vérifier que <0,04.
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