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candidats du BTS CIRA et les candidats du BTS Electronique
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Les feuilles 4/9 et 5/9 sont a rendre avec la copie.
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La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront
pour une part importante dans I'appréciation des copies.

L'usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de
mathématiques est autorisé.
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Exercice 1 (9 points)
A traiter par tous les candidats des spécialités CIRA - Electronique - Génie optique

PARTIE I

Dans cette partie on établit les résutats mathématiques utiles pour la partie II.

1. Soient a et ® deux réels quelconques et 2 un entier naturel. Montrer que :
cos(nnt - nwa ) = (-1)" cos (nwa ) et cos(nr +nwa) = (-1)" cos(noa) .

2. Soit T un réel strictement positif et 4 un réel quelconque. Le nombre o désigne maintenant un réel tel que 0<a <§.

On considére la fonction g,, définie sur R, périodique, de période T, telle que :
e g.()=0 si tef0,af

o g (t)=4 site a,—i——a[

e g, (1)=0 siterg—a,-§—+a[

e g (t)=—A site §+a,T—a[
e g.()=0 "site[T—a,T[

Donner, pour ¢ variant dans l'intervalle [0 , T[, une représentation graphique de la fonction g,.

3. On pose ® =£n—.
T

On admettra que les coefficients de Fourier a, associés i la fonction g, sont tous nuls.
Calculer les coefficients de Fourier b, associés a la fonction g, et montrer que :
b, =0, peIN*;
44 cos[(2p+ Da co]
b = T
4. On suppose que la fonction g, vérifie les conditions d'application du théoréme de Dirichlet. Soit ¢ — S(¢), la somme

, pe€N.

de la série de Fourier associée 4 la fonction g,. Comparer S(f) et g(f) pour ¢ appartenant a l'intervalle ,:O , %J .
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MATGRA
PARTIE 11

Aucune connaissance d'électricité n'est nécessaire pour résoudre les questions posées dans
celte partie

On considere le schéma électrique suivant dans lequel E représente une f.e.m. (force électromotrice) proportionnelle  la
fréquence f.

Chaque interrupteur est constitué d'un transistor et d'une diode supposés parfaits. Les intervalles de fermeture ont été
réglés pour une période T. Dans ces conditions, les représentations graphiques des tensions Uy, et Ui, qui sont

périodiques de période T, sont données, pour ¢ variant dans l'intervalle [0, T [, sur le document réponse 1 joint au sujet.
Les lois de I'électricité montrent que :
1
£ =§(U12 - UJI)'

La fonction ¥, est donc périodique de période T.
1. Tracer, en rouge, sur le document réponse 1, la représentation graphique de la fonction ¥, pour ¢ variant dans

l'intervalle [0, T[

Dans toute la suite de I'exercice, le nombre 4 introduit a la partie I sera pris égal a 3

2. Lafonction g, est définie sur R, périodique, de période T et telle que :

E T
t)=A=—site|0,
& (?) 35 E[ —‘2
E T
=4 =——3sit -,
& (1) 3 3 e[z 7{

Construire, sur le document réponse 2, les représentations graphiques des fonctions go,8r €t g, + g, pour ¢ variant
s s

dans l'intervalle [0, 7]. Comparer alors ¥, et g, + g .
s
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1.

On admet que les coefficients de Fourier associés a la fonction g, s'obtiennent en donnant la valeur 0 4 a dans les
coefficients de Fourier associés & la fonction g, (question 3 de la partie 1). On admet que la série de Fourier associée

a la fonction ¥} est la somme de la série de Fourier associée a la fonction g et de la série de Fourier associée a la

fonction g . En déduire que si I'on prend T = 27, I'harmonique de rang 1 (c'est & dire le terme fondamental) de la
z .

, . (o . . 2E
décomposition en série de Fourier de la fonction ¥ est : ¢ (¢) =—sin¢.
T

On note ¢ le maximun de la fonction ¢ sur l'intervalle [0 , 21:]. On suppose que E = a x f ou a est un réel quelconque.

¢

Déterminer la valeur du coefficient a pour que —= =220, sachant que la fréquence est f= 50.

A

Cela signifie que la valeur efficace du fondamental est de 220 V & 50 Hz. Le coefficient a est alors donné en V/Hz.

39
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Exercice 2 (11 points)
A traiter uniquement par les candidats du BTS Génie optique.

PARTIE

1. On considére I'équation différentielle (E,) : X'(¢) - X(¢) = (2t +1) ¢, ol X est une fonction dérivable de la variable
réelle 1.

a) Déterminer les réels a et b tels que la fonction ¢ - (at? +bt)e’ soit une solution de I'équation différentielle (E,).

b) En déduire l'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E,).

2. Résoudre I'équation différentielle : Y'(¢) — Y(¢) = 2e’ ou Y est une fonction dérivable de la variable réelle 7.

3. On considére le systéme différentiel noté (S) :

X'O=X+1@1) M

S) Y'()=Y(@)+Z(t) +¢' 2

Z'()=2(1) (3)
X(0)=1
ou X, Yet Z sont des fonctions dérivables de la variable réelle ¢, vérifiant les conditions initiales : { ¥(0) =1
Z(0)=1

a) Résoudre I'équation différentielle (3) en tenant compte de la condition Z(0) = 1.

b) En déduire les solutions du systéme (S) vérifiant les conditions initiales données.

PARTIE 1

On se place dans I'espace vectoriel R* muni de sa base canonique JB = (¢, , 2, ,&; ).

0 -1 -1
Soit fI'endomorphisme de R *dont la matrice dans la base Jest: A=|1 1 1
I 1 2

1. a) Soit le vecteur ¥, = ¢, —é,.
Calculer f(¥,) et en déduire que ¥, est un vecteur propre de f; préciser la valeur propre associée.

b) On donne les vecteurs ¥, = —¢, et ¥ =&, — &, . Montrer que B' = (¥, ,¥, ,7, )est une base de R>.

1. 1 0
2. Justifiez que la matrice T de fdans labase B'est T=({0 1 1].
0 o
1 0 0
3.Onappelle P=| 0 ~1 1| lamatrice de passage de la base J3 a la base J3".
-1 0 -

3. a) Déterminer P!, matrice inverse de la matrice P (on explicitera les calculs sur la copie).
3. b) Vérifier alors que T=P'AP.
6/9
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PARTIE 111

| x'(1) =-y(t) - 2(¢)
On considére le systéme différentiel noté (£): (%) Y ()=x(t) + y(t) + z(t) - ¢’
Z'(t) = x(t) + y(t) + 2z(t)

x(0)=1
ol x, y et z sont des fonctions numériques dérivables sur R et vérifiant les conditions initiales : < y(0)=0
z(0)=-2
1. On pose :
x(t) x'(1) 0
U=y V=|y(t) B=|-¢'].
z(t) z'(¢) 0

Vérifier que le systéme (Z) s'écrit ¥ =AU + B ou 4 est la matrice introduite dans la partie I

2. X, Y et Z désignent des fonctions réelles dérivables sur R .

X(t) X'(6)
On pose : W=|Y(1) et o=@
Z(t) 2'(t)

Les matrices P, U, W, V et Q sont liées par les relations U= PWet V= PQ.
a) Montrer que la relation ¥'= AU + B équivaut 2 Q= TW+ P~ B ou T est la matrice introduite dans la partie II.
b) En déduire que les fonctions X, Y et Z vérifient le systéme (S) de la partie I.

c) En déduire les fonctions x, y et z, solutions du systéme (X) et vérifiant les conditions initiales données.
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Exercice 3 (11 points)
A traiter uniquement par les candidats des BTS CIRA et Electronique.

L'objet de cet exercice est de déterminer dans la partie A la fonction de transfert d'un filtre,
puis de construire le lieu de transfert de ce filtre dans la partie B.

PARTIE A

Le systéme différentiel régissant un filtre est :

v, (1) +RC, d;‘ ) =£©
(S) o "
v.(t)= f()+R(C, - C, )—dT‘(t) +RC, 'dT(’)

R, C) et C; sont des constantes réelles strictement positives ; v, v, et f sont des fonctions de la variable réelle ¢
nulles pour ¢ négatif et admettant des transformées de Laplace notées respectivement V;, V, et F.

On suppose de plus que v, (0*)=f(0")=0.
1. Appliquer la transformation de Laplace au systéme (SS).

2. Exprimer V,(p) en fonction de V(p) ; en déduire I'expression de H, fonction de transfert du filtre, définie par :

V, (P)
H(p)= .
Ve (P)
3. Onpose w, = ! et m G ; vérifier que : H(p) !
. 0 =S —F—= =_|—, M = 7
RyGC, ! t+2m 2+ 2
0.)0 Q)o

PARTIE B

. . et gk s .
Le nombre j est le nombre complexe de module 1 et d'argument E ; @ est un nombre réel décrivant l'intervalle

[0;+of.
On se propose de représenter I'ensemble des points d'affixe H (jo) dans le plan complexe, rapporté & un repére
orthonormal (O;u,v) d'unité graphique 4 cm.

1. On donne C, = 2C; et, pour simplifier les calculs, on pose s= Q. Montrer alors que :
®,
' 1
H(jo)=H(joys)=h(s) =———F——
! ° 1+ 4/2js— 2
2. Ecrire h(s) sous la forme h(s) = x(s) + jy(s) ou x et y sont deux fonctions de la variable réelle s positive ou nulle.

89
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1. On donne les tableaux de signes suivants (on ne demande pas de les justifier).

P ik =
st =257 -1 - 0 +
s 0 4 l + 00
3
3t -1 - 0 +
1-s?
x(s) = g
a) Soit I"la courbe définie par la représentation paramétrique +j_ avec s décrivant l'intervalle [0;+ oo[.
-sv2
¥ ($)=—
l+s

Calculer les dérivées des fonctions x et y, puis établir le tableau des variations conjointes des fonctions x et y. On
précisera les limites des fonctions x et y en 0 et en +o et on se contentera de donner une valeur décimale arrondie a

107 prés des coordonnées des points remarquables.

b) Préciser la direction de la tangente 4 la courbe I"aux points de paramétre s=0,s= i/% ets= \/ 1+4/2.

Tracer alors la courbe I"dans le repére (O;i,v).
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=Ina+Inb, ola>0ets>0
exp(a +b) = expaxexpb

al = pflna

cos(a +b) = cosacosb ~sinasinb
sin(a +5)= sinacos b +cos asinb
cos(2t)=2cos?r-1=1-2sin’¢

sin(2r)= 2sinscos¢

sin p +sing = 2sinZr% cos £-4
2 2

sinp -sing = 2sin 2L cos 224
2 2
p+q . P~q

COsS p +COSq = 2cos——_—)——cos

4

-

Cos p—cosq = -Zsin-;%q—sin—p;—q

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement & l'infini

lim Int =+ |

{—>+0

lim & =+x ;

{ =0

lim ¢ =0 ;

[ ~»—2

Sia>0, lim % =+ ; sia<0, lim %
[ > +0 { ==X

Croissances comparées a ['infini

el
Sia>0, lim —=+xo
{ = +0 (a
. . net
Stae>0, lim —=0
t—+0 (&

Formulaire de mathematiques

cosacosb = %[cos(a +b)+cos(a-b)|
sinasind = l[cos(a -b)-cos(a+b)|

[sin(a +b)+sin(a - b)]

. ]
sinacos b ==

e’ =cost+isint

cost=%(e" +e"'), cht =-2[—(e’ +e")

e =e®(cos(ft)+isin(B1)),oia=a+if

Comportement 4 ['origine

limlnt =-<
=0
Sia>0, lime® =0 ; si @<0. lim% = +x

t—=0 t—=0

Sia>0 limeCInt=0.
=0

=0
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b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles

£() £() - £(¢) £¢)
In¢ 1 chr sht
t
o e sh¢ ch¢
- 1
t? (e R) ar®”! Arcsin!? ‘/—2
sin ¢ cos ¢ l ;t
cos ¢ -sint Arctan! 3
1+t
_ 2
tant coslt =1+tan"s e (ae ) aet
Opérations
(u+ v)’ =u'+V (vo u), =(veul
(Ic u)’ =ku’

¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b] :

l b
— | f(r)d
b-ada (t) d

Intégration par parties :

I:u(t) v/(e)de = [u(e )]l - Lbu(t) v(r)de

d) Développements en séries entiéres

2 n 3 5 2p+l1
. t
e =1+ Ll smt=i—t—+-'-—+---+(—l)”———-+---
o2 n io3ts (2p+1)!
l 2 4 2p
l——=l—(+12+"+(-l)”f”+ cos[:l__+[_+...+(_l)p t +
+! 20 4 (2p)
y s
ln(l+t)=t-—+£-—+ +( l)n-li_.,..._ (lH)a=l+g[+a(a—l)zz+m+a(a—|)...(a-n+l){,,+
2 n ! 2! n!
e) Eguations différentielles
Equations Solutions sur un intervalle [
- . - C . {
at)x’+b(t)x =0 £(c)= ke 6) 04 G est une primitive de ¢ > -ti(l—;
a
ax"+bx' +cx =0 Sia>0. f(r)= A" + ue™ ... ou 7 et r, sont les racines de |’équation caractéristique
€quation caractéristique : |Si 4 =0, £(s)= (4 +u)e™ ......... ol ~ est la racine double de I’équation caractéristique
ar® +br+c=0 Si 4<0, f(r)=(4cos(8r)+ usin(ft))e* ou n =a+if et r, = ~if sont les racines -

de discriminant 4

complexes conjuguées de I’équation caractéristique.

Formulaire de mathématiques
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3. SERIES DE FOURIER

f: fonction périodique de période T';

développement en série de Fourier :

£(¢)=aq + i (ag cos(kwt)+ b sin(kwt))= '

Zc,,e‘”“’", (keN, ne Z).

k=l
+T +T +T
ay =% J: f(c)de ; ay =%E £(¢)cos(kar)d: ; by =% La £(r)sin(kw )d: .
Cn =3l: J:HT f(t)e""""‘dt ne Z); ¢y =4y 2 ;ibk =c, ; % tibk =c_, (keIN)..
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
2O0)= 2= Arue)=—t e
o -at U (s -2 ; 4
Fleru)-= ——: Zlinlwr) 1) ppe Pleos(wt)U(r) = peype
Propriétés
P
J{OR0) O Ap)
£
flar)Ule)  a>0 Ls(e_)
a \a
fle-r)U(e-7) F(p)e™"?
£(c)e ™ U(e) F(p+a)
f(ul) pF(p)-f(0")
E(e)u(e) p* F(p)-pf0")-£(07)
-t £())u() F(p)
o F(p)
J-o f(u)U() du .
fglu(f) [ Fle)as
[ Elu)gle - w)u()du F(p) G(p)
! , T e(Na-pT
f(e)U(e) ou Fo(p) —7 ou Fo(p)= J:) f(c)e?" dt
f périodique de période T l-e
Formulaire de mathématiques -4 BTS du groupement A




3. PROBABILITES

n!

a) Loibinomiale P(x=k)=Cktptg"* ou C* =Wn-—k)r ; E(X)=np o(X)= Jnpq

b) Loi de Poisson

" ~d | 02 03 0.4 05 0.6
P(X =k)=2 k'/l 0 08187 | 07408 | 06703 | 06065 | 03488
1 0,637 | 02222 | 02681 | 03032 | 03293
2 0.0163 | 00333 | 00535 | 00758 | 00988
E(X)=4
3 0.0011 | 00033 | 00071 | 00126 | 00198
4 0,0002 | 00007 | 00015 | 00030
V(X)=4 s 0.000t | 00001 | 00003
Teed 1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 0.223 0.135 | 0.0498 | 0.018 | 0.007 0.002 0.001 0.000 | 0.000 | 0.000
t 0368 0335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 | 0.001 0.000
2 0.184 0.251 271 0.224 0.147 | 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 | 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 | 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 | 0.034 | 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 | 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 | 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 | 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.063 0.103 0.130 0.140 | 032 | 013
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.32 | 0125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 | 0119 | 0.25
1 0.000 9.002 0.008 | 0.023 0.045 0.072 0.097 | 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.093
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 | 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 | 0052
(5 0.001 0.003 0.009 0.019 | 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.000 0.002 0.005 0.013
18 0.001 0.003 | 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.000 | 0.002
21 0.001
22 9.000
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¢) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x)

21

_lez

]

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE A10,1)

\

! PR
n()=p(r<)= [_f()dx e
0 ¢
t 0.00 0.01 0.02 0.03 0,04 0.05 0.06 0,07 0,08 0.09

0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359
0.1 05398 0,543 8 0,547 8 05517 05557 0,559 6 0,563 6 0,567 5 05714 0,5753
02 0,5793 0,5832 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0.606 4 06103 06141
03 06179 0.621 7 0.6255 0,629 3 0.633 1 0,636 8 0.640 6 0,644 3 0,648 0 0,651 7
0.4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0.666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0.680 8 0.684 4 0.6879
05 0,6915 0,695 0 0,69.8 5 20,7019 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,715 7 0.7190 0,722 4
0.6 0,728 7 0,729 0 0,732 4 0,735 7 0,738 9 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,7517 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 t 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0.7823 0,785 2
0.3 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 08051 03078 03106 03133 .
09 03159 08186 08212 03238 08254 08289 03315 08340 0.836 5 03389
1.0 03413 08438 0.846 1 03485 0.350 8 08531 08554 08577 03599 03621
L1 0.864 3 0866 5 0.868 6 03708 08729 08749 08770 03797 03810 08830
2 03849 0.886 9 0.888 8 08907 03925 0.894 4 0,396 2 0.398 8 03997 09015
13 0903 2 0,904 9 0.906 6 0,908 2 0309 9 09115 09131 09147 09162 09177
14 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 0.930 6 09319
1.3 09332 09345 0.9357 0,937 0 0,9382 0,939 4 0.940 6 09418 09429 0.944 1
1.6 09452 0,946 3 0947 4 0,948 4 0949 35 0,950 5 095135 09523 09335 09543
1.7 0955 4 0956 4 09573 0,958 2 0959 1 0.959 9 0.960 8 0,961 6 09625 0.963 3
13 0,964 1 0.964 9 09656 0.966 4 0,967 1 0,967 8 0.968 6 09693 09699 0,970 6
1.9 09713 09719 0,972 6 09732 0973 8 0,974 4 09759 09756 0976 1 09767
20 0,977 2 09779 0,978 3 0978 8 09793 0979 8 09803 1980 8 09812 0,981 7
2.1 0,982 t 09826 0.983 0 0983 4 0,983 8 0.984 2 0.984 6 09850 0,985 4 0,985 7
22 0,986 1 0.986 4 0.986 8 0.987 1 09875 09878 0988 1 0.988 4 0988 7 0,989 0
23 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 { 0.990 4 0990 6 0,990 9 09911 0991 3 0.991 6
24 08,9918 0.992 0 09922 09925 0,992 7 0.9929 0993 ! 09932 0.993 4 0.993 6
25 09938 0.994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0.994 6 0994 8 09949 09951 09952
16 09953 0995 5 0,995 6 09957 09959 0,996 0 0.996 0996 2 0.996 3 0,996 4
27 0,996 5 0,996 6 0.996 7 0996 8 0996 9 09970 0.997 1 09972 09973 0.997 4
28 0,997 4 0997 3 0,997 6 09977 09977 09978 09979 09979 0,998 0 0998 1
29 0998 1 0,998 2 0,998 2 0998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0998 5 0.998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

? 3.0 3.1 32 33 34 35 3.6 33 4.0 4.5

(n 0.998 65 0.999 04 0.999 31 0.999 52 0.999 66 0,999 76 0999 841 | 0999923 0999968 | 0999997

Nota : T1(-t)=1-T1I(¢)
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