MATGRD

Session 2001

BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

SOUS EPREUVE : MATHEMATIQUES

GROUPE D

Durée : 2 heures

Spécialités Coefficient
Analyses Biologiques 1
Biochimiste 1,5
Biotechnologie 1,5
Hygiene Propreté Environnement 2
Métiers de I’eau 1.5
Peintures, encre et adhésifs 2
Plastiques et composites 2
Qualité dans les industries alimentaires et les bio-industries 2

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront pour une part
importante dans I’appréciation des copies.
L’usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématiques est autorisé.

Le formulaire de mathématiques est joint au sujet.
2 feuilles de papier millimétré par candidat.

Ce sujet comporte 3 pages (v compris celle-ci)
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Exercice 1 (12 points)
Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment I’une de ’autre.

On se propose d’étudier 1’évolution en fonction du temps des températures d’un bain et d’un
solide plongé dans ce bain. Ces températures (4 I"instant 7) sont respectivement notées ¢(7) et
B(t). Le temps ¢ est exprimé en seconde et les températures en °C.

Partie A

Les températures (t) et S(t) vérifient les conditions suivantes :

M @ )=-0.011(a)-p®) {a(O) = 40
@ B@®= 0,021(a(r)- A1) $0)=10

1. On pose f(t) = a(t) - B(2).
a. Vérifier que fest une solution de I’équation différentielle y'+ 0,032y = 0.
b. Résoudre I’équation précédente.

c. Calculer f(0)et montrer que f(t) = 30e™%%

2. Soit F'la primitive de f'qui vérifie F(0)=0.
a. Exprimer F(#) en fonction de .

b. A I’aide de la condition (2) justifier que £(¢) = K + 0,021 F(t) ou K est une
constante.
¢. Déterminer X et donner une expression de (%) en fonction de 7.

Partie B

[ 5 -u
a(t) = —| 95+ 33125
16

Pour tout ¢ dans [0 ; + o[ on pose

5 -4
HN=—|95-63¢!%

1. Déterminer la limite de « ainsi que celle de S en +o. Que peut-on en déduire pour les
courbes représentatives de ces fonctions ?

2. Calculer la dérivée et donner les variations de chacune des fonctions a et 4

3. Construire les courbes représentatives des fonctions « et £ dans un repére orthogonal
(sur papier millimétré ; unités graphiques : 1 cm pour 5 secondes en abscisse et 2 cm
pour 5°C en ordonnée ; on fera varier ¢ entre 0 et 120 secondes).

4. A partir de quel instant la différence de température entre le solide et le bain est-elle
inférieure a 1°C ?
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Exercice 2 (8 points)

Un magicien prétend qu’il peut souvent deviner a distance la couleur d’une carte tirée au
hasard d’un jeu de cartes bien battu et comportant des cartes de deux couleurs différentes en
nombre égal.

On appelle p la probabilité que le magicien donne une réponse juste (succés) lors d’un tirage.
. .. . . 1
S1 le magicien est un imposteur ona p = %, sinon p > 3

On appellera échantillon de taille » toute réalisation de » tirages successifs d’une carte dans le
jeu, avec remise.

Partie A

On suppose p =é— et on note Y la variable aléatoire qui, a tout échantillon de taille n, associe
le nombre de succes du magicien.
(On arrondira les probabilités au dix milliéme le plus proche.)
1. Dans cette question on prend n = 20.
a. Quelle est la loi suivie par Y ? Donner ses paramétres.
b. Calculer la probabilité P(Y = 15).
2. Dans cette question on prend # =100. On admet que la variable aléatoire Y peut-étre
approchée par une variable aléatoire Z suivant une loi normale.

a. Préciser les paramétres de cette loi normale.
b. Utiliser cette approximation pour calculer P(Y > 60).

Partie B

On appelle F la variable aléatoire qui, a tout échantillon de taille n, associe la fréquence des
succés obtenus par le magicien au cours des » tirages d’une carte. On admet que F suit la loi

. 1-
normale de moyenne inconnue p et d’écart type rd=p)
n

On construit un test unilatéral permettant de détecter, au risque de 5%, si le magicien est
un imposteur.

On choisit comme hypothése nulle Hy: pzé, et comme hypothese alternative

1
Hi:p>-—.
1-p 5

1. Calculer, sous I'hypothése Hy, le réel positif 4 tel que P(F < % + hj =0,95.

2. Enoncer la régle de décision du test.

3. Sur un échantillon de taille 100, le magicien a obtenu 64 succés. Peut-on
considérer, au risque de 5%, que le magicien est un imposteur ?
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
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BTS : groupement D

ANALYSES BIOLOGIQUES
BIOCHIMISTE
BIOTECHNOLOGIE
HYGIENE-PROPRETE-ENVIRONNEMEN’l;
METIERS DE I’EAU
PEINTURES, ENCRES ET ADHESIFS
PLASTIQUES ET COMPOSITES

QUALITE DANS LES INDUSTRIES ALIMENTAIRES ET LES
BIO-INDUSTRIES
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialit€és de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

in(ab)=Ina+Inb, ota>0eth>0 elf = cost +isinz

expla + b)=expaxexpb cost = l(ei' + e"i'), cht= l(e’ + e")
2 2

=)

sin(a+ ) =sin acosb +cosasin b e = e™(cos(B1)+isin(B1)), ot a=a+if

cos(2t)=2coszt—1 =1-2sin’¢

at — etlna

1O —

: 1 (il —ir)
cos(a+b) = cosacosb —sinasinb smr = %5 ¢ —¢ ), shr=

sin(2¢) = 2sinz cos?

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini Comportement a l'origine

Iim Int=+x ; limnt = -

1 —>+00 =0

lim e =+» ; Si@>0, limt* =0 ; si 2<0, limt% = 4o
1>+ -0 t—0

lim e =0 ; . .

(o ’ Sia>0, limInt=0.

-0
Sia>0, lim ¢ =+w ; si@<0, lim ¢ =0
f—>+c0 1—+©

Croissances comparées a l'infini
el
Sig>0, llm — =+

{40 1%
. . Inz.
Sia>0, lim —=0
t—+0 19
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

10 /@) 7 ()
1 1
Inz - tant 7= 1+tan®¢
t cos~ 1t
el ¢ Arcsint .____1_
2
a (CZEIR) a[zz-l 1—1¢
i Arctant !
sin ¢ cost 1+t2
cos ¢ —sint e (a eC) ae®

Opérations

(u+v)’ =u' +V
(ku) =

(llv =u'v+uv

)
)
)-

§|~—

uv uv

(
g

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de f sur [a, b] .

- L

d) Développements limités

2 n
t ot t
Pttt —+1"e (1)
1T 2! n!

(-1 e ()

n
ln(l+t)=t—t—+[_+...+(_l)"-lt__+tne(t)
2 3 n

1
—=l-t+1% +-
I+1

e) Eguations différentielles

r

u ; . ..
(in u) = -—, u a valeurs strictement positives
u

(u") =au* T

Intégration par parties :

[Jule) v ar = B - [ ) o6

3 5 2p+1
smt=L—£—+t_+...+(_1 p I +f2p+ls(t)
11 3 st @p+1)!
°°S’=1‘ﬁ+i+'“+(—ly L 1?7 ()
21 4! (’7 )

(a 1) (a n+1) "

1+1 “=1+31+M12+---+ Mt
1 ‘
1 n!

2!

Equations

Solutions sur un intervalle 1

alt)x’ +b()x=0

f(t) =ke” 6() ou G est une primitive de 7 + b(t)

alt)

ax"+bx' +cx=0 SiA>0, f(t

)=
€quation caractéristique : {gj A = 0, f( )=
ar® +br+c=0 Sia<o, f(t)=

de discriminant 4

2enit +ﬂerzt

(Ar + m)e”

........ ou 1 et r, sont les racines de I’équation caractéristique

......... ou r est la racine double de I’équation caractéristique

[Acos(B1)+ usin(B1)]e®” ou r, =a+if et r, = @ —if sont les racines

complexes conjuguées de 1’¢quation caractéristique.
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3. PROBABILITES

a) Loi binomiale P(X = k) = Cﬁpkq"—k ot Cf, = k'(n k)’ ; E(X) =np ; O‘(X) = \/npg
b) Loi de Poisson
i 0.2 0.3 04 0.5 0.6
-1 4k
P(X =k)= — 0 03187 | 0,7408 | 0.6703 | 0.6065 | 065488
. 1 01637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293
2 00164 | 00333 | 00536 | 00758 | 0,988
E(X)=4
3 00011 | 00033 | 0.0072 | 00126 | 00198
4 0,0000 | 06,0003 | 00007 | 00016 | 00030
vix)=2 5 0,0000 | 00001 | 0,0002 | 0,0004
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
S 1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
K
0 0.368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
11 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0.000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0.000 0.001
22 0.000
¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R(f)=e™* E(X)=—= (MTBF) o(X)= %
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d) Loei normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x) =

27

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N(0,1)

)= Pr<o)- [ s 1
3 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0.0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 05120 0,516 0 05199 0,5239 05279 0,531 % 0,5359
0,1 0,5398 0,543 8 0,547 8 0,551 7 0,555 7 0.559 6 0,563 6 0.567 5 0.571 4 05753
02 | 05793 0,5832 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,610 3 06141
03 | 0,6179 0,621 7 0,625 5 0.629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 06480 0,651 7
0.4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0.680 8 0,684 4 0.687 9
0.5 0,691 5 0,6950 0,698 5 0,7019 0,705 4 0,708 8 0,7123 60,7157 0,719 0 0,722 4
06 | 0,7257 0,729 0 0,732 4 0,735 7 0,738 9 0,7422 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 { 0,7580 0,7611 0,764 2 6,767 3 0,770 4 0.773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,7852
08 | 07881 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 08023 0,805 1 0.807 8 08106 08133
09 08159 0,818 6 0.8212 0.8238 0,8254 0,8289 08315 0,834 0 0.836 5 0.8389
1.0 | 08413 08438 0.846 1 08485 0,850 8 0.83531 08554 0.8577 0,859 9 0,862 1
1.1 0,864 3 0,866 5 0.868 6 0.870 8 0.8729 0.8749 0,877 0 0,879 0 0,881 0 08830
1.2 | 08849 0,886 9 0,888 8 0.890 7 0.8925 0,894 4 0,896 2 0.898 0 08997 0.901 5
1.3 | 09032 0,904 9 0,906 6 0.908 2 0.909 9 09115 09131 09147 0,916 2 09177
14 | 09192 0,920 7 09222 09236 09251 0.926 5 09279 0,929 2 09306 0,931 9
1.5 | 09332 0,934 5 09357 0,937 0 0,938 2 0,939 4 0.940 6 0,941 8 0,9429 0944 1
1.6 0.9452 0.946 3 0.947 4 0948 4 0,949 5 09505 09515 09525 0,953 5 09545
1,7 | 09554 0,956 4 0,957 3 0,958 2 09591 0,959 9 0,960 8 0,961 6 09625 09633
18 0964 1 0,964 9 0,965 6 0.966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
19 | 09713 0,971 9 0.972 6 09732 09738 0974 4 09750 09756 0,976 1 0,976 7
20 [ 09772 09779 09783 0978 8 0,979 3 09798 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
21 09821 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0.983 8 0,9842 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
22 09861 09864 | 09868 09871 09875 09878 09881 0,988 4 0,988 7 09890
23 | 09893 09896 | 09898 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 09911 0,991 3 0,991 6
24 | 09918 0,992 0 0,9922 09925 0,992 7 0,992 9 0,9931 0,993 2 0,993 4 0,993 6
25 1 09938 09940 | 09941 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0.994 8 0,994 9 0.9951 09952
2,6 | 09953 09955 0,995 6 0,995 7 09959 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 | 09%5 0,996 6 0,996 7 0,99 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 09973 0,997 4
28 | 09974 09975 0.997 6 0,997 7 0,997 7 0.997 8 0,997 9 0,997 9 0,998 0 0,998 1
29 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

t 3.0 3.1 32 33 34 3.5 3.6 3.8 4.0 45

T(z) 0,998 65 0.999 04 0.999 31 0.999 52 0,999 66 099976 | 0999841 | 0999928 | 0.999968 | 0.999 997

Nota : TI(~1)=1-TI(r)
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