MATGRA

BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Durée : 3 heures

GROUPE A

COEFIEICIENT
VCONTROLE INDUSTRIEL ET REGULATICN AUTOMATIQUE 2
ELECTRONIQUE 2
ELECTROTECHNIQUE 1
GENIE OPTIQUE 3
INFORMATIQUE INDUSTRIELLE 3
TECHNIQUES PHYSIQUES POUR L'INDUSTRIE DE LABORATOIRE 3

Le sujet comprend 3 pages, numérotées de 1/3 & 3/3.
Le formulaire officiel de mathématiques est joint au sujet.
Il comprend 7 pages, numérotées de 1 a 7.

(On fournira 2 feuilles de papier millimétré pour construire chacune des courbes demandées dans les exercices 1 et 2)

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront pour une part
importante dans /'appréciation des copies.
L 'usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématigues est autorisé.




AN LI

Exercice 1 ( 10 points)

Le but de cet exercice est de déterminer les premiers coefficients de Fourier et les principales

harmoniques d 'un signal.

Partie A

Pour tout entier naturel # non nul, on considére les intégrales :

-
T

n jaul
1, :jncos(nx)dx et J, = J‘ ? xcos(nx)dy.
- {
2
° 1. =
1°) Montrer que [, =——sinn— .
n 2
2°) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que J, = 5“— sin(n g) + —17 cos(n lzt—) - —12— .
n n n

30) Détermlner 11 ,12 ,13,puis JI,J2 ,J3.

Partie B

Soit f la fonction numérique définie sur IR, paire, périodique de période 2z, telle que :

2
si 0<r<” f(t):—~E—z
2 n

si —;_E<t£n f(Hy=~F

ou E est un nombre réel donné, strictement positif.

1°) Tracer, dans un repére orthogonal, la représentation graphique de la fonction f sur
l'intervalle[- =, 37] (on prendra E = 2 uniquement pour construire la courbe représentant f).

2°) Soit a, et pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, a, et b, les coefficients de
Fourier associés a f .

a) Calculer q,.

b) Pour tout »>1, donner la valeur de &, .

c) En utilisant la partie A, vérifier que pour tout n>1, a, ==(2J, +=n/, ).
)

Calculer a4, pour tout entier £ >1.

Partie C

1°) Déterminer les coefficients ay, a,, a;.

2°) Calculer F?, carré de la valeur efficace de la fonction f sur une période.
On rappelle que dans le cas ou fest paire, périodique de période 7, on a :

2 _2 % 2
F :FJ.O Fryde .
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3°) On sait par ailleurs que la formule de Bessel-Parseval donne :

+0 2 h 2
2 2 d, + ”
F*=ay” + E -

Soit P le nombre défini par P = ao2 + l(a]2 +a,’ + ¢132 ).
> 2

2
Calculer P, puis donner la valeur décimale arrondie au milliéme du rapport —.

«

Ce dernier résultat trés proche del justifie que dans la pratique. on peut négliger les
harmoniques d'ordre supérieur d 3.

Exercice 2 ( 10 points )

On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument —;E :

On considére la fonction H définie, pour tout nombre complexe p distinet de 0 et de —1.
par :
1
. p(+p)
Dans toute la suite de I’exercice on prend p = jw, ot @ désigne un nombre réel strictement

H(p)=

positif.

1) On note r(w)le module du nombre complexe H(j@) et on considére la fonction G
définie, pour tout réel @ strictement positif, par :

Glw) = I;\%l% Inr(w).

a) Montrer que G(w) = — I% ln(a) 1+l J
n

b) Déterminer les limites de la fonction Gen 0 et en + 0.
Montrer que la fonction G est strictement décroissante sur ]0; + oof .

2) a) Montrer qu’un argument ¢(w) de H(jw) est :

o(w) = ,;;_ - Arctanw .

b) Etudier les variations de la fonction ¢ sur ]0; + o[ (on précisera les limites en 0 et
en +o).

(%}
~
LI
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3) On considere la courbe € définie par la représentation paramétrique :

x(w) = ——723 — Arctanw

ln(a) WW

pour @ réel strictement positit .

/

20
W) =—
Ty ,
a) Dresser le tableau des variations conjointes des fonctions x et y.

b) Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant (on donnera des valeurs
décimales arrondies au centiéme) :

w 0.5 0,7 0,786 0.9 1.5
x(@) 2,24
y(w) 0

¢) Tracer la courbe € dans un repére orthogonal, on prendra pour unités graphiques
S cm sur I’axe des abscisses et | em sur |'axe des ordonnées.

La courbe € correspond au diagramme de Black associé a la fonction de transfert H .
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=Ina+Inb, ota>0etb>0
exp(a+b) =expaxexpb

1=et1na

a ,oua>0

L eozln

f,our>0
cos(a+ b)=cosacosb—sinasind
sin(a + b) =smacosb +cosasinb
cos(2t) = 2cos?t—1=1-2sin?s
sin (2¢) = 2sintcost
r—q
2
p—q. .pPtq
2

Cos

sinp+sinq=2sinp;q

cos
2

r-4q
2

P”‘qsinP”q
2 2

$in p —sing = 2sin

Cos

+
cos p+cosq = 2005p2 q

cos p—cosg = ~—2sin

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini

lim Int=+eo ;
=400

lim e' =+eo ;

t oo

lim e =0 ;

[ )

Sia>0, lim % =+o ; sio<0, lim =0
t—>+o0 t—>400

Croissances comparées a 1'infini
t

Sia>0, lm — =400
[0 1 &

. . Int

Siae>0, im —=0
t—>+oo

Formulaire de mathématiques

I .
cosacosh :5[cos(a+b)+cos(a—b)J

sinasinb = [cos(a —b)—cos(a+b) |

b | —

. Ir.
smacosb=—2—[sm(a+b)+sin(a—b)]
e =cost+isins

cost = %(eir + e_i’)

sinz = L (ei’ - e‘")
21
' R i R T P
e?! =e* (cos(Bry+isin(B 1), o a= o+ if

Comportement & l'origine

limlns=—o
0

Sia>0, imt* =0

; sia@<0, limt% =+
t—0

t—0

Sia>0, limt*lnr=0.
-0
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

f) 1® || 0) /10
1 1
Inz - Arcsint -
4 Vi-t?
of ! 1
| Arctant 3
o (ae ]R) ata- 1+t
sin ¢ cos t e (ae ©) ae®”
cos ¢ —sint
1 2
tant 7= 1+tan“¢
cos“ ¢

Opérations

’

@r+v) =u"+v
(ku),zku

(uv)l: wvtuv

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur [a, b] :

o

d) Développements limités

t 12 ‘"
e =l4+—t—t- +——+t €
i 2!

(¢)

1 2 "o n
Lt )
- 1+ +( ) e ¢)

2 3
I,

n(l+)=r—" 44t

n(l+1)=1 >3

¢) Equations différentielles

+ (=1 1 +1"e (¢)

n

(ou) =0 oulu’

,
1 14 ’
(e‘):e u

’

’
u . . -
(Inu) ==, u & valeurs strictement positives
u

aY a~1 7
() =au®u

Intégration par parties :

J :u(t) V) de =l o)l - | :u'(t) o) dr

3045 2p+
sint=— -4 4 +{=1)P p_L +12P¥g (1)
1t 31 st Cp+1)!
4 2p
cost:l—t—~+t,_+...+(_1)p ! +t2p8(t)
20 4! (zp)g
(H,)a=]+E,+ﬁ(ﬁl_:1),2+_“+oe(a—l)-~-(a~n+1)!” +" g(t>
! X .

Equations

Solutions sur un intervalle I

a(t)x’ +b(t) x =

fl)= ke—G ) ot G est une primitive de ¢ > —b—@

a(t)

ax”+bx’ +ex =0

équation caractéristique :
2 -

ar® +br+c=0

de discriminant A

SiA=

SiA>0, f{t)= 2" +pe™
(Ar+p)e”
Sia<0, f{t)=[Acos(B )+ usin(B1)le”

0, ft)=

ol # et », sont les racines de I'équation caractéristique

ol » est la racine double de I’équation caractéristique
o n =a+if et r, = ¢ —iff sont les racines

complexes conjuguées de ’équation caractéristique.
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3. SERIES DE FOURIER
f: fonction périodique de période T ;

développement en série de Fourier :

+oo oo
s(t)=ag + Z(a,, cos(nw )+ b, sin(nwt)) = che’kw’ , (ne IN* ke 7).

n=l1 —oo
ag = %j:+rf(t)dt ; ap, =%j:+rf(t) cos(nwt)ds ; b, :-;—J.:"Tf(t) sin(nw¢)dr.
¢ =—71:J-:+Tf(t)c_ikw’dt ke Z); cg=4ag ; On ;ib" =c,; 'a"l—;*ié"— =c, (e JN*)-
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
@)=L+ Leu)=- Lru@)=—" el ;
p p "
eloa)=—1 - lsinfn) @)= —2 Pleostw)U(r) = —P— .
pta p2+a) p“+0)2
Propriétés
&
o % Q Fp
G(P»/
fla)u)  a>0 1 F(z)
¢ \a
fe-7) Ut ~7) F(p)e™P
@) e ) F(p+a)
f0ak) pF(p)-f(0%)
QX0 P2 F(p)-p fO")=f'©@")
~t F() U() F'(p)
J. rf(u)"?l(u)du ELEJ
0 P
Formulaire de mathématiques -4 - BTS du groupement A



5. TRANSFORMATION EN Z

Signal causal Transformée en Z
n > x(n) pourne IN 20> (Zx)(2)
e(n)=1 (Ze)(2) = i
d0) =1 e o
{d(n) =0sin#0 @)y =1
N S _Z .....................................
r(ny=n (Zr)(z)= (- 1)2
vy
c(n) =n? (2e)( )*‘(;:)7
Sfny=a", ae R~ {0} (7 )Nz)=——
y(n) = a"x(n), ae R - {0} (Zy)(=) = (a)(-az-)

ymy=x(n—ng),(n~ng)e N
ou (Zy)z) =27 (Zx)(2)

() = x(n = ng )e(n -~ no)

y(n) =x(n+1) (29)(2) = 2[(Zx)(z) - x(0)]
y(m) = x{n+2) (@)2) = 22 [20)(2) - xO) -5 =]
Yy =lnsm), mpe W (29)(2) = 270 [(ZX2) = x(0) ~ x(z ™! = x(2)z 2= 2 — "0 D]
Formulaire de mathématiques -5 BTS du groupement A



6. PROBABILITES

!
a) Loi binomiale P(X :k):Cfpkq"'k ou C/f, = D E(X)=np ; o{X)=npq

ki n—k)
b) Loi de Poisson
g T~ 0.2 0.3 0.4 0,5 0,6

P(X = lc) = e—k'—— 0 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488

1 0,1637 | 0,2222 | 0,2681 | 0,3033 | 0,3293

E(X)= 1 2 0,0164 | 0,0333 | 0,0536 | 0,6758 | 0,0988

3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 0,0198

4 0,0000 | 0,0003 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030

rx)=2 5 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0004

6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

N 1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.149 0.673 8,034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
1 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 9.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.600 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0,000 0.00% 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0,000 0.001
22 0.000
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¢) Loinormale

2

X

. e e - e e Y
La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f {x)= »\/_.—.e 2
n

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE .V (0,1)

()= P(T < t)=j:wf(x)dx

t 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 | 05000 { 0,5040  0,5080 0,5120 | 0,5160 0,5199 | 0,5239 0,5279 0,531 9 0,5359
01} 05398 | 05438 | 0,5478 0,5517 | 0,5557 | 90,5596 | 05636 0,5675 | 0,5714 0,575 3
0,2 | 05793 | 0,5832 | 0,5871 0,5910 | 05948 | 05987 | 0,602 6 0,6064 | 0,6103 0,614 1
03 { 0,6179 | 06217 | 0,6255 0,6293 | 0,6331 0,6368 | 0,6406 0,6443 | 0,6480 0,651 7
84 | 06554 | 0,6591 | 06628 | 0,6664 | 06700 | 0,6736 | 0,6772 0,6808 | 0,684 4 0,687 9
05 | 0,6915 | 06950 | 0,6985 0,7619 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 0,7157 | 0,7190 0,722 4
0,6 { 07257 | ©,7290 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 0,742 2 0,745 4 0,7486 | 0,7517 0,754 9
0,7 0,758 0 0,7611 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,782 3 0,785 2
0,8 | 07881 0,7910 | 0,7939 0,7967 | 0,799 5 0,8023 0,805 1 0,807 8 0,810 6 0,813 3
0,9 06,8159 0,818 6 0,8212 0,823 8 0,825 4 0,828 9 0,8315 0,834 0 0,8365 0,838 9
1,0 0,841 3 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,853 1 0,855 4 0,8577 02,8599 0,862 1
1,1 | 08643 | 08665 | 08686 | 0,8708 | 08729 | 08749 [ 08770 0,8790 | 0,8810 0,883 0
1,2 | 08849 | 0,8869 | 0,3888 | 0,8907 | 08925 | 08944 | 0,892 0,8980 | 0,8997 0,901 5
1,31 0,932 | 0949 | 0966 | 09082 | 0,999 | 09115 | 09131 09147 | 09162 0,917 7
1,4 | 09192 | 09207 | 69222 0,9236 | 09251 09265 | 09279 0,929 2 0,930 6 90,9319
1,5 § 09332 | 09345 | 09357 0,9370 | 09382 | 09394 | 09406 09418 | 09429 0,944 1
1,6 | 09452 | 09463 | 09474 | 09484 | 0,9495 | 06,9505 | 09515 09525 | 09535 6,954 5
1,7 | 09554 | 09564 0,9573 09582 | 0,9591 0,9599 | 0,9608 0,9616 | 09625 0,963 3
1,8 | 09641 0,9649 | 0,9656 0,9664 | 09671 0,9678 | 09686 0,9693 | 09699 | 09706
1,9 | 09713 09719 | 09726 0,9732 | 09738 | 09744 | 09750 0,9756 | 0,976 1 0,976 7
2,0 } 09772 | 09779 | 09783 0,9788 | 09793 | 09798 | 09803 09808 | 09812 0,981 7
2,1 | 09821 0,9826 | 09830 0,9834 | 09838 | 09842 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
22 09861 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,9875 | 09878 | 09881 0,9884 | 0,9887 0,939 0
2,3 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 6,990 6 0,990 9 09,9911 0,991 3 0,991 6
2,4 | 09918 | 09920 | 0,9922 0,9925 | 0,9927 | 09929 | 09931 0,993 2 0,993 4 0,993 6
25 | 09938 [ 69940 | 0,994 1 0,9943 | 09945 | 09946 | 0,994 8 09949 | 09951 0,995 2
2,6 | 09953 [ 09955 | 09956 | 0,9957 | 06,9959 | 0,9960 | 0,991 06,9962 | 0,9963 0,996 4
2,7 | 09965 | 09966 | 0,997 0,9968 | 0,9969 0,9970 | 09971 0,9972 | 0,9973 0,997 4
2,8 [ 09974 0,9975 { 09976 | 09977 | 09977 | 09978 | 09979 0,9979 | 0,9980 0,998 1
2,9 | 09981 0,9982 | 09982 0,9983 | 09984 | 0,9984 | 0,9985 0,9985 | 0,9986 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

4 3.0 3.1 3,2 3,3 34 3,5 3,6 3,8 4,0 4,5

TI(1) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 | 0,999 841 | 0,999 928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : TI(—)=1-11(t)
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