Brevet de technicien supérieur Métropole-Antilles—-Guyane
14 mai 2018 - groupement B

Exercice 1 10 points

Plusieurs projets de train a tres haute vitesse et a propulsion
électromagnétique sont en préparation, a I'image de I'Hy-
perloop.

Les wagons ont une forme cylindrique et sont propulsés
dans un tube a basse pression afin de réduire les frottements.
Les ingénieurs ont fixé comme objectif impératif pour le dé-
part de chaque wagon d’atteindre en moins de 2 minutes
une vitesse instantanée de 400 km.h™!.

On note f(¢) la distance parcourue par le wagon, en km, a l'instant ¢ en minute. On suppose que f
est une fonction de la variable ¢ définie et dérivable sur l'intervalle [0; 3].

Lobjectif de cet exercice est d’étudier la fonction f afin de vérifier les caractéristiques du départ.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d’'une équation différentielle
En appliquantles contraintes physiques et technologiques du projet, de premiers résultats conduisent
al’équation différentielle (E) :

y'=0,2y =3t,

ol y est une fonction inconnue de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur 'intervalle [0 ; +oo] et
¥' la fonction dérivée de y.

1. Résoudre sur [0; +oo[ 'équation différentielle (Ey) :

¥y —0,2y=0.
On fournit les formules suivantes :
Equation différentielle Solutions sur un intervalle /
¥ +ay=0 y(6) = ke %!

2. Vérifier que la fonction g, définie sur [0; 3] par g(¢) = —15¢ — 75, est une solution de I'équation
différentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Autemps t = 0, le wagon est au point de départ. Déterminer la fonction f solution de (E) véri-
fiant la condition initiale f(0) =0.
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B. Etude de fonction et application

On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0; 3] par

f(=75(€""-1)-15¢.

On désigne par € la représentation graphique de la fonction f dans un repere orthogonal.

1. Un logiciel de calcul formel fournit ci-dessous des expressions de f () et de f'(r).
Ces résultats sont admis et peuvent étre exploités dans les questions suivantes.

> Calcul formel

1| f()=75%(exp02+0)—1)—15%¢
o | — f():=75e51 —15t-75

2] fl(o

o| —15e3'-15

a. Résoudre sur l'intervalle [0; 3] I'inéquation f'(t) > 0.

b. En déduire les variations de la fonction f sur I'intervalle [0; 3].

2. Onrappelle que f(#) correspond a la distance parcourue par le wagon, en km, a l'instant ¢, en
minute.

Déterminer le nombre de kilometres parcourus au bout d'une minute. Arrondir le résultat au
dixieme.
3. a. Lavitesse du wagon, en kilometre par minute, a 'instant ¢, correspond a f’(&).
En déduire la vitesse, en kilometre par minute, du wagon a ¢ = 2 minutes. Arrondir le
résultat au dixieme.
b. Lobjectif des ingénieurs est-il atteint? Justifier la réponse.

4. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte
ni n'enleve de point.

Une équation de la tangente T ala courbe € au point d’abscisse 2 est :

y=15(e"*-1)¢ y=15(e"*—1)r+45e%* | y=15(e"*-1)r+45e"4-75

On fournit la formule suivante :
Une équation de la tangente au point d’abscisse a de la courbe représentative de f est:

y=fl@(t-a)+ fla).

C. Calcul intégral

Afin d’aménager les futures gares dédiées a ce train a trés haute vitesse, les architectes ont dessiné
la piece suivante, représentée dans un repéere orthonormé avec pour unité graphique 1 metre sur les
deux axes.
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On désire calculer de facon précise I'aire «/ de la surface hachurée sur le dessin. Pour cela on dispose
des données suivantes :

— la piéce est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées;
— le bord supérieur correspond a la droite d’équation y = 2,25;

— le bord inférieur droit correspond a la fonction g définie sur l'intervalle [0; 3] par :

) 27x
X)=———7.
g 2x2+18
1. Cette question est une question d choix multiples. Une seule réponse est exacte.

Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni
n'enleve de point.

Laire «/1 durectangle OPQR, en unité d’aire (u. a.). est égale a :

| 3u.a. | 525u.a. 6,75 u. a.

2. Un logiciel de calcul formel donne ci-dessous une primitive de la fonction g sur I'intervalle
[0; 3], ou ¢ est une constante. Ce résultat est admis et pourra étre exploité dans les questions
suivantes.

> Calcul formel

1| g(x):=27%x/(2%x"2+18)
X

2x2+18
2 | intégrale(g(x))

o | —g(x):=27

ol = &In(x*+9)+¢

Calculer l'aire o, en unité d’aire, de la partie du plan limitée par la courbe représentative de la
fonction g, I'axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = 3.

3. Déduire des questions précédentes I'aire </ en unité d’aire. Arrondir au millieme.

Exercice 2 10 points

Dans cet exercice, on s'intéresse a I’'obsolescence programmée de certains modeles de smartphone.
Lobsolescence programmeée consiste a limiter volontairement la durée de vie d'un produit afin d’aug-
menter le taux de remplacement et accroitre les profits.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
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Dans cet exercice, sauf mention du contraire, les résultats sont 2 arrondir a 1073,

A. Probabilités conditionnelles

Une association de consommateurs a observé deux types d’obsolescence programmeée sur une po-
pulation de 200 smartphones.

La premiere est'obsolescence technique, lorsqu'un composant tombe en panne et ne peut étre rem-
placé. Cela concerne 3 % des smartphones étudiés.

La seconde est I'obsolescence logicielle, quand un produit est trop vieux pour étre mis a jour et de-
vient inutilisable ou incompatible. Cela concerne 8 % des smartphones étudiés.

De plus, parmi les smartphones touchés par I'obsolescence logicielle, on compte 12,5% de smart-
phones également touchés par I'obsolescence technique.

1. Alaide del'énoncé, recopier sur la copie et compléter le tableau d’effectifs ci-dessous.

Smartphones touchés par non touchés par Total
'obsolescence logicielle I'obsolescence logicielle

touchés par
I'obsolescence technique
non touchés par
I'obsolescence technique
Total 200

2. On préleve au hasard un smartphone parmi les 200 étudiés.
On note T I'évenement : «le smartphone prélevé est touché par1’obsolescence technique »et L
I'événement : « le smartphone prélevé est touché par I'obsolescence logicielle ».
Donner, a partir des informations figurant dans 'énoncé, les probabilités P(T), P(L) et Pr(T).
(On rappelle que P (T) est la probabilité de I'évenement T sachant que I'évenement L est réa-
lisé.)
3. ATl'aide des questions précédentes, calculer les probabilités suivantes :
a. P(TnL).
b. P(TUL).
c. Pr(L).

B. Loi binomiale

On s'intéresse dans cette partie a un modele précis de smartphone appelé modéle A. On considere le
stock de smartphones de modele A tombés en panne et revenus au service apres vente d'une société.
Dans ce stock, 4,5 % des smartphones sont non réparables (c’est-a-dire que la panne est causée par
un composant non remplacable).

On préleve un lot de 50 smartphones au hasard dans ce stock. On suppose ce stock suffisamment
important pour assimiler ce prélévement a des tirages avec remise. Soit X la variable aléatoire qui, a
chaque lot de 50 smartphones ainsi prélevé, associe le nombre de smartphones non réparables dans
celot.

1. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi binomiale dont on déterminera les parametres.
2. Calculer la probabilité que, dans un tel lot, tous les smartphones soient réparables.

3. On considere I'algorithme suivant. Dans cet algorithme, on note binom(#, p, i) la fonction per-
mettant de calculer P(X = i) lorsque X suit la loi binomiale de parameétres n et p.
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n<—>50
p — 0,045
S—0
Pour i allantde 0 a 3
| S — S+binom(n, p, i)
Fin Pour

Remarque : dans cet algorithme n — 50 signifie que la valeur 50 est affectée a la variable n.

a. Faire tourner «ala main » cet algorithme, puis recopier et compléter le tableau ci-dessous.

i 0 1 2 3
P(X=1) 0,1
S 0,1

b. Quelle estla valeur de la variable S a la fin de 'algorithme? Interpréter le résultat.

4. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X. Interpréter le résultat.

C. Test ’hypothese

Lopinion est trés sensible a I'obsolescence programmée et, de ce fait, les fabricants de smartphones
aussi. D’apres un sondage issu de la presse écrite, 55 % des francais pensent que la marque B pratique
I'obsolescence programmée.

La marque B décide de vérifier ce résultat en organisant une enquéte sur un échantillon aléatoire de
180 personnes et en construisant un test d’hypothése bilatéral pour valider ou invalider le résultat du
sondage paru dans la presse.

On note F la variable aléatoire qui, a tout échantillon aléatoire de 180 personnes, associe la fréquence
des personnes déclarant que la marque B pratique I'obsolescence programmée.

1-
On suppose que F suit la loi normale de moyenne p inconnue et d’écart type 1/ p(TOp)
Lhypothese nulle Hy est: « p = 0,55 ».
Lhypothese alternative Hj est: « p # 0,55 ».
Le seuil de signification du test est fixé a 5 %.

1. Cette question est une question d choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte
ni n'enleve de point.
On admet que sous 'hypothése nulle Hy, la variable aléatoire F suit la loi normale de moyenne
0,55 et d’écart type 0,037.
Soit h le réel positif, tel que, sous I'hypotheése Hp, P(0,55—h < F < 0,55+ h) =0,95.
La valeur approchée de 4 arrondie 2 1072 est :

| 0,05 | 0,06 | 0,07 |

2. Enoncer la régle de décision du test.

3. Sur I'échantillon aléatoire de 180 personnes interrogées, 76 pensent que la marque B pratique
I'obsolescence programmée.

Quelle est la conclusion du test?
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Exercice 1 10 points

Plusieurs projets de train a tres haute vitesse et a propulsion élec-
tromagnétique sont en préparation, a I'image de 'Hyperloop.
Les wagons ont une forme cylindrique et sont propulsés dans un
tube a basse pression afin de réduire les frottements.

Les ingénieurs ont fixé comme objectif impératif pour le départ
de chaque wagon d’atteindre en moins de 2 minutes une vitesse
instantanée de 400 km.h~!.

On note f(#) la distance parcourue par le wagon, en km, a I'instant ¢ en minute. On suppose que f est une
fonction de la variable ¢ définie et dérivable sur l'intervalle [0; 3].

Lobjectif de cel exercice est d’étudier la fonction f afin de vérifier les caractéristiques du départ.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d’'une équation différentielle
En appliquant les contraintes physiques et technologiques du projet, de premiers résultats conduisent a
I'équation différentielle (E) :

y'=0,2y =3t,

ol y est une fonction inconnue de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; +oo[ et ' la
fonction dérivée de y.

1. Résoudre sur [0; +oo[ 'équation différentielle (Ey) :

¥y —0,2y=0.
On fournit les formules suivantes :
Equation différentielle Solutions sur un intervalle [
¥y +ay=0 y(1) = ke %"

2. Vérifier que la fonction g, définie sur [0; 3] par g(t) = —15¢ — 75, est une solution de I'équation diffé-
rentielle (E).

3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Autemps t = 0, le wagon est au point de départ. Déterminer la fonction f solution de (E) vérifiant la
condition initiale f(0) = 0.

A.P.M.E.P.
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B. Etude de fonction et application

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0; 3] par
f(=75(""-1)-15¢.
On désigne par € la représentation graphique de la fonction f dans un repere orthogonal.

1. Un logiciel de calcul formel fournit ci-dessous des expressions de f () et de f'(r).
Ces résultats sont admis et peuvent étre exploités dans les questions suivantes.

> Calcul formel

1] f()=75%(exp02+0)—1)—15%¢
o | = f():=75e5! —15t-75

2 [

o| —15e3'-15

a. Résoudre sur l'intervalle [0; 3] I'inéquation f'(t) > 0.

b. En déduire les variations de la fonction f sur I'intervalle [0; 3].

2. Onrappelle que f(¢) correspond a la distance parcourue par le wagon, en km, a I'instant ¢, en minute.
Déterminer le nombre de kilometres parcourus au bout d’'une minute. Arrondir le résultat au dixieme.
3. a. Lavitesse du wagon, en kilometre par minute, a 'instant ¢, correspond a f’(&).
En déduire la vitesse, en kilometre par minute, du wagon a ¢ = 2 minutes. Arrondir le résultat au
dixieme.
b. Lobjectif des ingénieurs est-il atteint? Justifier la réponse.
4. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.

La réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni
n'enleve de point.

Une équation de la tangente T ala courbe % au point d’abscisse 2 est :

y=15("-1)z y=15(e% —1) 1 +45¢0 y=(e""—1) r+45e%4 —75

On fournit la formule suivante :
Une équation de la tangente au point d’abscisse a de la courbe représentative de f est:

y=f(a(t-a)+ f(a).

C. Calcul intégral

Afin d’aménager les futures gares dédiées a ce train a treés haute vitesse, les architectes ont dessiné la piece
suivante, représentée dans un repere orthonormé avec pour unité graphique 1 metre sur les deux axes.
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On désire calculer de fagon précise l'aire «/ de la surface hachurée sur le dessin. Pour cela on dispose des
données suivantes :

— la piéce est symétrique par rapport a I’axe des ordonnées;
— le bord supérieur correspond a la droite d’équation y = 2,25;

— le bord inférieur droit correspond a la fonction g définie sur l'intervalle [0; 3] par:

. 27x
8= 18
1. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte.
Recopier sur la copie la réponse qui vous parait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni n'en-
leve de point.

Laire <7 du rectangle OPQR, en unité d’aire (u. a.). est égale a:

| 3u a. | 5,25 U. a. | 6,75 u. a. |

2. Un logiciel de calcul formel donne ci-dessous une primitive de la fonction g sur I'intervalle [0; 3], ou
c1 est une constante. Ce résultat est admis et pourra étre exploité dans les questions suivantes.

Calculer I'aire o, en unité d’aire, de la partie du plan limitée par la courbe représentative de la fonc-
tion g, 'axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = 3.

3. Déduire des questions précédentes l'aire o en unité d’aire. Arrondir au millieme.
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Exercice 2 10 points

On considere une enceinte fermée et isolée. La température a 'extérieur est supposée constante et égale a
15 °C.

Alinstant initial, la température a I'intérieur de I'enceinte est la méme qu’al'extérieur. On chauffe 'enceinte
durant 20 secondes a une puissance constante de 1300 kW, puis on arréte le chauffage.

On souhaite connaitre la température de I'’enceinte en fonction du temps ¢ exprimé en seconde.

Température extérieure : 15 °C

c(1) : puissance

en kW
N J— s(f) : température
2 Z%%?gge l de I'enceinte

On note c¢(f) la puissance de chauffe en kW a l'instant ¢ et s(f) la température a I'intérieur de I'enceinte a
I'instant t.

On désigne par % la fonction échelon unité définie par % (t) =0sit<0et%(t)=1sit > 0.

Dans le systeme étudié, la fonction s est solution de 'équation différentielle (E) :

sS'(D+0,2s(8) = e(D),

Ue(r) = L ) =
ol e(r) = 3% (1) + o c(0) et s(0*)=o0.

On se propose de déterminer s(f) en utilisant la transformation de Laplace. On suppose que s, s’ et e ad-
mettent des transformées de Laplace.
On note E(p) = Z(e(1)) et S(p) = L(s(1)), ou £ est la transformée de Laplace.

Un formulaire concernant la transformation de Laplace est fourni a la fin

A. Etude du second membre de équation différentielle

1. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est exacte. Recopier sur la copie la
réponse qui vous perait exacte. On ne demande aucune justification.
La réponse exacte rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse ne rapporte ni
n'enleve de point.

On a c(#) =1300(%(t) — % (t —20)). Indiquer la figure représentant la courbe de la fonction c.

1300 + 1300 1—[ 1300 + @

* * t
20 20 20
Figure 1 Figure 2 Figure 3
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2. Montrer que e(?) = 13%(t) — 10% (t — 20).
3. Déterminer L (% (1)) et L (% (t — 20)).
4. En déduire E(p).

B. Transformée de Laplace S du signal de sortie

1. Déterminer £(s' (1)) en fonction de S(p).
2. a. Vérifier que Z(s'() +0,2s(1)) = (p+0,2)S(p).

b. Enappliquant la transformation de Laplace aux deux membres de I'équation différentielle, mon-
13- 10e~20P
p(p+0,2)
3. Un logiciel de calcul formel fournit le résultat suivant. Ce résultat est admis et pourra étre exploité
dans cette question.

trer que S(p) =

>Calcul formel
ElémentsSimples(1/(p * (p +0.2)), p)
1 5 25
p 5Sp+1

En déduire que S(p) peut s’écrire :

C. Expression du signal de sortie

1. Un logiciel de calcul formel fournit le résultat suivant. Ce résultat est admis et pourra étre exploité
dans les questions suivantes.

>>>inverse_Laplace_transform(65/p —325/(5p + 1) =50/ p * exp (—20p) + 250/ (5p + 1) * exp (—20p), p, 1)
657 (1) — 65e~ 3% (1) — 50% (¢ — 20) + 5065 "209 (¢ - 20)

a. Préciser s(¢) sur l'intervalle | — oo ; 0O].

b. Soit £ un nombre réel dans I'intervalle [0; 20].
Montrer que s(t) = 65 (1 - e‘%t).

c. Soit t un nombre réel dans I'intervalle [20 ; +ool.

Montrer que s(f) = 15— 65e~5 +50e~5(1=20),

2. Déterminer la température de I'enceinte pour ¢ = 60 secondes. Arrondir 2 1072,
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Formulaire
<
VOKA0) F(p)
Pl

On rappelle les formules suivantes sur la transformation de Laplace.

ZLIAf +ugl= Af[fiwi’[g].
Ll =—.
p

Lle U] = .
p+a

Plus généralement, si on note Z[f(#)%(t)] = F(p) alors,

ZLif(t-1)%(t-71)] =F(p)e *7;
ZLifne “u )] =F(p+a);
LIf (0] = pF(p) - f(0);

ZLIf" (U ) = p*F(p) - pf (07) - f'(O7).
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