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EXERCICE 1 (9 points)

Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.

Dans une usine du secteur de
I'agroalimentaire, une machine a
embouteiller est alimentée par un
réservoir d'eau et par une file
d'approvisionnement en bouteilles
vides, selon le schéma ci-contre.

L'exercice consiste en une étude
statistique du bon fonctionnement

Réservoir

File d'entrée File de sortie

de ce systeme.

1° Défaut d'approvisionnement
On considére qu'il y a un défaut d'approvisionnement :

- soit lorsque la file d'entrée des bouteilles est vide,

- soit lorsque le réservoir est vide.
On tire un jour ouvrable au hasard dans une année. On note 4 ['événement : "la file d'entrée
est vide au moins une fois dans la journée" et B I'événement : "le réservoir est vide au moins
une fois dans la journée".
On suppose que les événements 4 et B sont indépendants et une étude statistique a montré que
P(4) = 0,04 et P(B) = 0,02.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

a)Ei=A4ANnB .

b) E; : "la machine a connu au moins un défaut d'approvisionnement dans la journée".

2° Pannes de la machine sur une durée de 100 jours
On note X la variable aléatoire qui a toute période de 100 jours consécutifs, tirée au hasard
dans les jours ouvrables d'une année, associe le nombre de pannes de la machine. Une étude,
menée par le constructeur sur un grand nombre de machines de ce type, permet d'admettre que
X suit la loi de Poisson de parameétre 4= 0,5.
Déterminer, a l'aide de la table du formulaire :
a) P(X<2);
b) la probabilité¢ de l'événement : "la machine a au plus quatre pannes pendant la
période de 100 jours consécutifs" ;
¢) le plus petit entier n tel que : P(X < n) 2 0,99.

Dans ce qui suit, les volumes sont exprimés en litres et tous les résultats approchés sont a
arrondir 2 10 ~>.

3° Qualité de l'embouteillage a la sortie

On désigne par Y la variable aléatoire qui, a toute bouteille prise au hasard dans la production
d'une heure, associe le volume d'eau qu'elle contient. On admet que, lorsque la machine est
bien réglée, Y suit la loi normale de moyenne 1,5 et d'écart type 0,01.

Une bouteille est conforme aux normes de l'entreprise lorsqu'elle contient entre 1,47 et 1,53
litre d'eau.

Calculer la probabilité qu'une bouteille satisfasse a la norme.
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4° Test d'hypothese

Pour contrdler le bon fonctionnement de la machine, on construit un test d'hypothése bilatéral
qui sera mis en ceuvre toutes les heures.

Pour une production d'une heure, la variable aléatoire Z qui, a toute bouteille prise au hasard
dans cette production associe le volume d'eau qu'elle contient, suit la loi normale de moyenne
u et d'écart type o= 0,01. Dans cette question la moyenne u est inconnue.

On désigne par Z la variable aléatoire qui, a chaque échantillon aléatoire de 100 bouteilles
prélevé dans cette production d'une heure, associe la moyenne des volumes d'eau contenus
dans les bouteilles de cet échantillon (la production pendant une heure est assez importante
pour que l'on puisse assimiler ces prélévements a des tirages avec remise).

On considére que la machine est bien réglée lorsque u = 1,5 .

L'hypothése nulle est Ho : "¢ = 1,5".

L'hypothese alternative est Hy : "u # 1,5".

Le seuil de signification du test est fixé a 0,05.

a) Justifier le fait que, sous I'hypothése nulle Ho, Z suit la loi normale de moyenne 1,5 et
d'écart type 0,001.

b) Sous I'hypothése nulle Hy, déterminer le nombre réel £ positif tel que :

P(1,5-h<Z <1,5+h) =095.

¢) Enoncer la régle de décision permettant d'utiliser ce test.

d) On préléve un échantillon de 100 bouteilles et on observe que, pour cet échantillon, la
moyenne des volumes d'eau contenus dans ces bouteilles est Z = 1,495 .

Peut-on, au seuil de 5%, conclure que la machine est bien réglée ?
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EXERCICE 2 (11 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’une équation différentielle

On considére I’équation différentielle (E): y'+y=2e¢™ "

ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur IR, et y' sa fonction
dérivée.

1° Déterminer les solutions sur R de I’équation différentielle (E¢): y'+y=0.

X

2° Soit & la fonction définie sur R par A(x)=2xe .
Démontrer que la fonction % est une solution particuliére de 1’équation différentielle (E).

3° En déduire ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (F).

4° Déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) dont la courbe représentative, dans
un repére orthonormal, passe par le point de coordonnées (0, 3).

B. Etude d’une fonction

1° La courbe C ci-dessous représente dans un repére orthonormal (O ; 7, ;) une fonction f
définie sur R par f (x) =(ax+b)e™", ou a et b sont deux nombres réels.

La droite A est la tangente a la courbe C au point A d’abscisse 0. Cette tangente passe par le
point B de coordonnées (3, 0).
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a) Déterminer graphiquement f(0).
b) Déterminer, graphiquement ou par le calcul, 1 '(0).
c) Déterminer les valeurs des nombres réels a et b.
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Dans la suite, on admet que fest définie sur R par :

fx)=02x+3)e .

2° a) Démontrer que, pour toutx de R, f'(x)=(-2x-1)e™ ;
b) Résoudre dans R I’inéquation f ’(x) 20;
¢) En déduire le sens de variation de f'sur R.
(On ne cherchera pas les limites en — o et + o)

3° a) Déterminer le développement limité, a ’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction

xtoe .

b) Démontrer que le développement limité, a ’ordre 2, au voisinage de 0, de la

fonction f est: f(x)=3—x—%x2+x2 £(x) avec lime(x)=0.

x>0

C. Calcul intégral

1° La fonction f définie dans la partie B est une solution de I’équation différentielle (£) de la
partie 4. Donc, pour toutxde R, f (x)=—f"'(x)+2¢™".
En déduire une primitive F de fsur R.

i
2° Onnote = Lz f(x)dx.
1

a) Démontrer que /= 5—6¢e 2.
b) Donner une valeur approchée arrondie a 10~ ‘de 1.

1
3° On note J= .[02 (3—x—%x2jdx
65

48 °
b) Donner une valeur approchée arrondie a 10~ de J.

a) Démontrer que J=

c) Vérifier que les valeurs approchées obtenues ci-dessus pour / et J different de
moins de 107,
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS : groupement B

AMENAGEMENT FINITION.
ASSISTANCE TECHNIQUE D’INGENIEUR
BATIMENT
CONCEPTION ET REALISATION DE CARROSSERIES
CONSTRUCTION NAVALE
CONSTRUCTIONS METALLIQUES
DOMOTIQUE
ENVELOPPE DU BATIMENT : FACADES-ETANCHEITE
ETUDES ET ECONOMIE DE LA CONSTRUCTION
FLUIDES - ENERGIES - ENVIRONNEMENTS
GEOLOGIE APPLIQUEE
INDUSTRIES GRAPHIQUES : COMMUNICATION GRAPHIQUE
INDUSTRIES GRAPHIQUES : PRODUCTIQUE GRAPHIQUE
MAINTENANCE ET APRES-VENTE AUTOMOBILE

MAINTENANCE ET APRES-VENTE DES ENGINS
DE TRAVAUX PUBLICS ET DE MANUTENTION

MAINTENANCE ET EXPLOITATION DES MATERIELS
AERONAUTIQUES

MAINTENANCE INDUSTRIELLE
MECANIQUE ET AUTOMATISMES INDUSTRIELS
MICROTECHNIQUES
MOTEURS A COMBUSTON INTERNE
PRODUCTIQUE MECANIQUE
TRAITEMENT DES MATERIAUX
TRAVAUX PUBLICS
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)y =Ina+Inb, outa>0ethb>0
exp(a +b) =expaxexph

d=e"% oug>0

t% = g&lnt ,outr>0
cos(a+b)=cosacosb—sinasin b
sin(a + b) =sin acos b + cosasin b
cos(2f)=2cos® t—1=1-2sin?¢
sin (2t) = 2sint cos¢

. . . + -
sin p+sing = ZSmg—iicosﬂ-z——q-

P=9 0sPF4
2

2
COS p+cosq = 2cos£§—icosp—;~q—

cOS p—cosq =—23inp—2tq—sin£—§——q'

sin p —sin g = 2sin

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites vsuelles

Comportement & l'infini

Iim Int =400 ;
1~>+o0

lim e’ = toco |

t—>oo

lim ¢ =0 ;

{300

Sia>0, lim % = +oo ; sia<0, lim*=0

{—>+oo t—+oa

Croissances comparées a l'infini
!
Siax>0, im —=+e0
t—>+oco ta
. . Int
Siag>0, lim —=0
. t—rtoo (&

Formulaire de mathématiques

cosacosbh =—;—[cos(a+b)+cos(a—b)]
singsin b = -lz—[cos(a—b)~cos(a+b)]
sinacosb=%[sin(a+b)+sin(a——b)]

e¥ =cost+isint

cos =—:12—(ei' + e'i')
sint = —zl—i(ei’ —e"i’)

e?" = e (cos(B 1) +isin(B1)),oa=a+ip

Comportement a l'origine

limlnf = —oo
t—0

Si >0, im/%® =0 ; sia<0, im?% = +eo
t—0 t—0

Sia>0, lim®nf=0.
t—0
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b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles

J(@® S(@® J@®) f'®
1 ] 1
Int - Arcsin 7
t 1- 12
e e 1
Arctant
(aeR) at®! 1+
sin ¢ cos A @ae® ae™
1]
cost —sin ¢t
tan? =1+tan“¢
cos“¢ IL

Opérations
@+v) =u' +v'
(% u) ‘= ku'

(uv)lz wv+uv

! '
u u2
r
uv—-—uv

) -5

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur [a, b] :

1 b
Z:Jaf(t) dt

d) Développements limités
2 n
t t t
el =14t —te b —+1"e(f)
o2l n!

S TP 4ot (-1 e (1)

1+1¢

- 1)"1

In(1+t)~t—£2—~+—-+

e) Equations différentielles

+"e(t)

ou) = oulu’

’
() = et

rou . »
(In #) = —, wu a valeurs strictement positives
u

’
(ua) —au®lu

Intégration par parties :

f :u(t) V(e) dt = )] - [:u'(,) o) a

30,5 2p+1

TN L SIS RTIPURTS U ) V4 2p+l1

Slnt——l! 3!+5|+ +( 1) m'{"‘ E(t)
2 4

cost»1~a+t——+ 1)”(——7+t2ps(t)

a(a Dea,.

(1+0)® =1+%t a(a~l)"};('a—n+l)t"+I"s(t)

Equations

Solutions sur un intervalle I

a(t)x +b()x =0

J (t): ke'G(’ ) ot G est une primitive de £ +> Ej

20

de discriminant A4

ax” +bx' +ex =0 Sid>0, f(6)= }{e" +ue? ou 7 et r, sont les racines de I’équation caractéristique
équation caractéristique  |Sj A=0, f(z)= (4 +u)e” ......... ol r est la racine double de I’équation caractéristique
ar? +br+c=0 SiA<0, f(r)=[Acos(Bs )+,usm(ﬂt)] ‘oun =a+iff et r, =a~if sont les racines

complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.

Formulaire de mathématiques
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3. PROBABILITES
a) Loibinomiale P(X =k)= Cf,pkq"'k ou C'f, = 7‘4—(5—'—;)—‘ s EX)=np ; o(X)= m
b) Loi de Poisson

. PR 02 03 0,4 05 0.6

Px =k)=% k‘l ) 08187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488

1 0,1637 | 02222 | 02681 | 0,3033 | 03293

E(X)=A 2 00164 | 0,0333 | 0,053 | 0,758 | 0,0988

3 00011 | 0,0033 | 00072 | 0,0126 | 09,0198

4 0,0000 | 0,003 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030

V(X)=2 5 0,0000 | 00001 | 0,0002 | 0,0004

6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

N 1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0368 0335 0.271 0.149 0.673 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0,149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 8.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
1 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0,001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0,000 0.001 0.003 0.607
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0,000 0.001
22 0.000
.¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R(t)=e ¥ E(X) =% (M.T.B.F.) o(X)= %
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d) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f (x)=

2

X

R
—— 2

N

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE ./ (0,1)

H(t)-—-P(Tsz):j_tmf(x)dx

3 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

00 | 05000 0,504 ¢ 0,508 0 0,512 0 0,516 0 0,519 9 0,523 9 0,5279 | 0,5319 08,5359
0,1 0,539 8 0,543 8 0,547 8 0,551 7 08,5557 0,559 6 0,563 6 60,5675 | 0,571 4 0,5753
0,2 0,5793 0,583 2 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,6064 | 06,6103 06141
03 0,6179 0,621 7 0,625 5 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,6443 0,648 0 0,651 7
04 | 06554 0,659 1 0,662 8 8,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,6808 | 06844 0,6879
05 | 0,6915 0,695 ¢ 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,7123 08,7157 | 0,7190 0,722 4
06 | 06,7257 0,729 0 0,732 4 0,735 7 0,738 9 0,742 2 0,745 4 0,7486 | 0,751 7 0,754 9
0,7 | 0,7580 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,7794 § 0,7823 0,7852
03 | 07881 0,7910 | 0,7939 0,796 7 0,799 5 0,8023 0,805 1 08078 | 08106 0,813 3
09 | 08159 08186 | 08212 0,823 8 8,825 4 0,828 9 0,8315 0,834 0 0,836 5 0,8389
1,0 | 08413 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 08531 0,855 4 0,857 7 0,859 9 0.862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0,368 6 0,870 8 08729 0.8749 0,8770 0,8790 0,881 0 0,883 0
12 | 08849 0,886 9 0,888 8 0,890 7 0,892 5 0,894 4 0,896 2 0,8980 | 08997 0,9015
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 0,911 5 09131 09147 | 09162 09177
14 | 09192 0,9207 0,9222 0,923 6 09251 0,926 5 0,9279 0,929 2 0,930 6 0,9319
L5 | 09332 0,9345 06,9357 0,937 0 0,938 2 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 | 09452 0,946 3 0,947 4 0,948 4 09495 0,950 5 0,951 5 09525 0,953 5 0,954 5
1,7 | 09554 0,956 4 0,9573 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,9633
1,8 | 09641 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
L9 | 09713 09719 0,972 6 09732 0,973 8 0,974 4 0,9750 09756 | 06,9761 0,976 7
2,0 { 09772 0,9779 0,978 3 0978 8 0,9793 6,979 8 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 09821 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 09850 0,985 4 0,9857
22 0,9861 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
23 0,9893 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,991 3 0,991 6
24 1 09918 0,992 0 0,9922 6,992 5 0,992 7 0,992 9 0,993 1 0,9932 0,993 4 0,993 6
25 | 0,9938 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,9949 | 09951 0,9952
2,6 | 09953 0,9955 | 09956 90,9957 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 | 09965 0,996 6 0,996 7 0,99 8 0,996 9 0,997 0 80,9971 0,9972 09973 0,997 4
2,8 0,997 4 0,9975 0,997 6 0,9977 09977 0,997 8 8,9979 0,9979 0,998 9 0,998 1
2,9 | 09981 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 6,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

| ¢ 3,0 32 33 34 35 3,6 38 4,0 4,5

o 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0999928 | 0,999968 ; 0,999 997

Nota : TH~¢)=1-T1{¢)
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