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EXERCICE 1 (12 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle

On considére I'équation différentielle (E): y" -2y'+y=8e™
ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y'la
fonction dérivée de y et y" sa fonction dérivée seconde.

1° Déterminer les solutions définies sur R de I'équation différentielle (Eo ) :
y"-2y'+y=0.

2° Soit A la fonction définie sur R par A(x) =4 xle*.
Démontrer que la fonction A est une solution particuliére de 1’équation différentielle (E).

3° En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (£').

4° Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E ) qui vérifie les conditions
initiales f(0)=—4et f'(0)=-4.

B. Etude locale d'une fonction

Soit fla fonction définie sur R par f(x)=(4 x 2 _4) e”. Sa courbe représentative C dans un
repére orthogonal est donnée ci-dessous.
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1° a) Démontrer que pour tout réel x, f'(x)=4 (x2 +2x-1)e”.
b) Donner sans justification la valeur exacte et la valeur approchée arrondie a 10~ 2 de
I’abscisse de chacun des points de la courbe C ou la tangente est paralléle a I’axe des

abscisses.

2° a) Démontrer que le développement limité, a I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction
fest: f(x)=—4—4x+2x2+x2£(x) avec lirr})s(x)=0.
b) Déduire du a) une équation de la tangente 7'a la courbe C au point d’abscisse 0.
c) Etudier la position relative de C et T au voisinage du point d’abscisse 0.

C. Calcul intégral

Dans cette partie, les questions 1° et 2° peuvent étre traitées de fagon indépendante.

1° La fonction fdéfinie au début de la partie B est une solution de I’équation différentielle
(E) de la partie 4.

Donc, pour toutxde R, f(x)=— f"(x)+2 f'(x)+8e™

En déduire une primitive F de la fonction fsur R.

2° a) Donner, sans justification, le signe de f(x) sur I’intervalle [0, 1].
b) Dans cette question, on admet que la fonction F' définie sur R par
F(x)=(4x>—8x+4)e" estune primitive de la fonction f.
Déduire de ce qui préceéde I’aire 4, en unités d’aire, de la partie du plan limitée par I’axe
des abscisses, la courbe C et les droites d’équation x =0 et x = 1.
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EXERCICE 2 (8 points)

Les quatre parties de cet exercice sont indépendantes.

On s’intéresse au chantier de construction d’un trongon de TGV.

Les travaux de terrassement nécessitent la mise a disposition d’une flotte importante de pelles
sur chenilles et de camions-benne.

La réalisation de I’ouvrage nécessite de grandes quantités de fers a béton.

Dans cet exercice, les résultats approchés sont 2 arrondir 2 1077,

A. Loi normale

On note X la variable aléatoire qui, a chaque pelle prélevée au hasard dans la flotte, associe le
nombre de m’ de matériaux extraits pendant la premiére heure du chantier. On suppose que la
variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne 120 et d’écart type 10.

1° Calculer P(110 <X < 130).

2° Calculer la probabilité que la pelle prélevée extraie moins de 100 m’ pendant la premiére
heure du chantier.

B. Loi de Poisson

On note Y la variable aléatoire qui, a toute heure travaillée prise au hasard pendant la premiere
semaine du chantier, associe le nombre de camions-benne entrant dans la zone 1 du chantier
pour charger des matériaux. On suppose que la variable aléatoire Y suit la loi de Poisson de
parametre 5.

1° Calculer la probabilité de I’événement
A : « pendant une heure prise au hasard il n’entre aucun camion-benne sur la zone 1 du
chantier. »

2° Calculer la probabilité de 1I’événement
B : « pendant une heure prise au hasard il entre au plus quatre camions-benne sur la zone 1 du
chantier. »
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C. Loi binomiale

On note E I’événement : « un camion-benne pris au hasard dans la flotte n’a pas de panne ou
de sinistre pendant le premier mois du chantier. »

On suppose que la probabilité de I’événement E est 0,9.

On préleve au hasard 10 camions-benne dans la flotte pour les affecter a une zone du chantier.
Le nombre de camions-benne de la flotte est assez important pour que I’on puisse assimiler ce
prélévement a un tirage avec remise de 10 camions-benne.

On désigne par Z la variable aléatoire qui a tout prélevement de ce type associe le nombre de
camions-benne n’ayant pas eu de panne ou de sinistre pendant le premier mois du chantier.

1° Justifier que la variable aléatoire Z suit une loi binomiale dont on déterminera les
parametres.

2° Calculer la probabilité que, dans un tel prélévement, aucun des 10 camions-benne n’ait de
panne ni de sinistre pendant le premier mois du chantier.

D. Test d’hypotheése

De grandes quantités d’un certain type de fers cylindriques pour le béton armé, de diametre 25
millimetres, doivent étre réceptionnées sur le chantier.

On se propose de construire un test d’hypothése bilatéral pour contrdler, au moment de la
réception d’une livraison, la moyenne p de I’ensemble des diamétres en millimetres des fers a
béton.

On note M la variable aléatoire qui, a chaque fer prélevé au hasard dans la livraison, associe
son diameétre en millimétres. La variable aléatoire M suit la loi normale de moyenne inconnue
p et d’écart type 0,2.

On désigne par M la variable aléatoire qui, a2 chaque échantillon aléatoire de 100 fers
prélevés dans la livraison, associe la moyenne des diametres des fers de cet échantillon. La
livraison est assez importante pour que |’on puisse assimiler ces prélévements a des tirages
avec remise.

L’hypothese nulle est Hj : p = 25. Dans ce cas, la livraison est dite conforme pour le diamétre.
L’hypothese alternative est H, : p # 25.

Le seuil de signification du test est fixé a 0,05.

1° Sous I’hypothése Hy, on admet que la variable aléatoire M suit la loi normale de moyenne
25 et d’écart type 0,02.

On admet également que : P(24,961 < M < 25,039) = 0,95. Ce résultat, ou 0,95 est une
valeur approchée, n’a pas a étre démontré.

Enoncer la régle de décision permettant d’utiliser ce test.

2° On préléve un échantillon aléatoire de 100 fers a béton et on observe que, pour cet
échantillon, la moyenne des diametres est x =24,978.
Peut-on, au seuil de 5 %, conclure que la livraison est conforme pour le diametre ?
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
BTS : groupement B

AMENAGEMENT FINITION
ASSISTANCE TECHNIQUE D’INGENIEUR
BATIMENT
CONCEPTION ET INDUSTRIALISATION EN MICROTECHNIQUES
CONCEPTION ET REALISATION DE CARROSSERIES
CONSTRUCTION NAVALE
CONSTRUCTIONS METALLIQUES
DOMOTIQUE
ENVELOPPE DU BATIMENT : FACADES-ETANCHEITE
ETUDES ET ECONOMIE DE LA CONSTRUCTION
FLUIDES — ENERGIES — ENVIRONNEMENTS
GEOLOGIE APPLIQUEE
INDUSTRIALISATION DES PRODUITS MECANIQUES
MAINTENANCE APRES-VENTE AUTOMOBILE

MAINTENANCE ET APRES-VENTE DES ENGINS
DE TRAVAUX PUBLICS ET DE MANUTENTION

MAINTENANCE ET EXPLOITATION DES MATERIELS
AERONAUTIQUES

MAINTENANCE INDUSTRIELLE
MECANIQUE ET AUTOMATISMES INDUSTRIELS
MOTEURS A COMBUSTION INTERNE
TRAITEMENT DES MATERIAUX
TRAVAUX PUBLICS
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant  ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab) =lna+Inb, oua>0eth>0
e R cosacosb=—;—[cos(a+b)+cos(a—b)]

exp(a+b)=expaxexpb

t tina

Fu oia>0 sinasinb=%[cos(a—b)—cos(a+b)]

a alor \
= >
t e » Ou 0 sinacosb:-;—[sin(a+b)+sill(a—b)]

cos(a +b) = cosacosb —sinasin b
it ;s
sin (@ +b) = sin acos b + cosasin b ¢ =cost+ism!?

1 . \ &
cos(2r) = 2cos? t—1=1—2sin2¢ cosl:;e"i-c ")
sin (2¢) = 2sint cost ! .
sht:%(c"-e"")
" i
P+q  P-q

2 e” =e* (cos(Br) +isin(B1)), oh a=a+if

sin p+sing = 2sin
2 : = +
sinp—smq=2sm%cosu

cos p+cosg = 2cospT+qcosp—;1

. ptq . p—
sin - dan P14

cosp—cosqg=-—2 3

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini ’ Comportement a l'origine

lim Int=+e0 ; limint=—eo

E=yyes 1—0

im e = +oo ; Si@>0, lims% =0 ; si@<0, imt% =+
1—>too —0 —0

lim e =0 ; : .

il 2 Sia>0 limt*nr=0.

-0
Sia>0, hm 1% =+ ; sie<0, lim t*=0
[—+co [ —r4eo

Croissances comparées a l'infini

e
Sia>0, lim —=+ee
t—rtoo &

Sie>0, lim 2l=0

t—too (&
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles
S JA0) f(@) f(@®
1 1
Int - Arcsin t
1 1_12
e’ e’ 1
. Arctant 3
Z (aeR) al™ 1+1
sin ¢ cos e’ (@ae ©) ae™
cos t —sint I
tant 12 =1+tan’t
cos“t
Srations

(+v) =u'+v
(ltu)’=ku'

(uv)'= u'v+uy

¢) Calcul intégral
Valeur moyermne de f sur [a, b] :

) @

d) Développements limités
2 n
8 il +t—+t elr)
11 2!
1
1+1¢

ln(l+t)—l—72+-—-+ (-1

e) Equations différentielles

—=1-t+2 4ok (1" + e (p)

(nu) =2, 43 valeurs strictement positives
u

‘la)' —au® 'y

Intégration par parties :

[ 20 v6) ot =B - [ ) ) o

3 .5 2p+l
t t
smt=————+’—+---+(—1)" .

31 St

I )

I = =t forar i t 1

cos 2!+4|+ + zz—pjl-'f’ E

l +t E(’) (l+l)a=1+-la—’l+ﬂa2';l)lz+..-+a(a—l)‘..('a_”+l)_,ﬂ+’ﬂz([)
! n

]'-:quatjons

Solutions sur un intervalle I

alt)x' +b(t)x=0

£(0)=ke~) 0i G est une primitive de 1 > %(3

a’+bx'+ex=0 Sia>0, f(t)=2e" + pe™* . ou rj et r, sont les racines de I’équation caractéristique
équation caractéristique : |Si A=0, f(f)=(Ar+ p)e™ ........ ol 7 est la racine double de I’équation caractéristique
a?+br+c=0 SiA<0, f(t)z [Acos(ﬂt)+,usin(ﬂt)]e“' oun=a+if et r, = a—if sont les racines

36 disctinitant A complexes conjuguées de I’équation caractéristique.
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3. PROBABILITES

a) Loibinomiale P(x =k)=Ckp*e"* o C*k =L’ s EX)=mp ; o(x)=Jnpq

kn—k)
b) Loi de Poisson

o o PR 02 03 0.4 05 0,6

P(x =k)=% k!l 0 08187 | 0,7408 | 06703 | 0,6065 | 05488

1 01637 | 0,2222 | 02681 | 03033 | 03293

E(X)= 4 2 0,0164 | 0,0333 | 00536 | 00758 | 0,0988

3 0,0011 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198

4 0,0000 | 0,0003 | 00007 | 00016 | 0,0030

v(x)=4 5 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0004

6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

S 1 15 2 3 4 5 6 7 3 9 10

0 0368 | 0223 | 0435 | 0050 | 0018 | 0007 | 0002 | o0.001 0.000 | 0000 | 0.000
1 0368 | 0335 | 02n 0149 | 0073 | 0034 | 0015 | 0006 | 0003 | 0001 | 0.000
2 0184 | 0251 0271 0224 | 0147 | 0084 | 0.045 | 0.022 0.011 0005 | 0002
3 0.061 0126 | 0180 | 0224 | 0195 | 0140 | 0089 | 0052 0029 | 0015 | 0008
4 0.015 | 0047 | 00% | 0168 | 0195 | 076 | 0.34 | 0091 0.057 | 0034 | 0019
5 0.003 0014 | 003 | o101 0156 | 0176 | 0.161 0.128 0.092 | 0.061 0.038
6 0.001 0004 | 0012 | 0050 | 0104 | 0146 | 0.161 0149 | o0a22 | 0o 0.063
7 0.000 | 0.001 0.003 | 0022 | 0060 | 0104 | 038 | 0149 | 0140 | 0117 | 009
8 0.000 | 0.001 0008 | 0030 | 0065 | 0103 | 0130 0140 | 0132 | 0113
9 0.000 | 0003 | 0013 | 003 | 0069 | 0101 0124 | 0132 | 0125
10 0.001 0.005 | 0018 | 0.041 0.071 009 | 0119 | 0125
n 0.000 | 0002 | 0008 | 0.023 | 0.045 0072 | 0097 | 0114
12 0.001 0.003 | 0.011 0.026 0.048 | 0073 | 0095
13 0.000 | 0.001 0.005 | 0.014 0.030 | 0050 | 0073
14 0.000 | 0.002 | 0007 0.017 | 0032 | 0052
15 0.001 0.003 0.009 | 0019 | 0035
16 0.000 | 0.001 0.005s | 0.0n 0.022
1 0.001 0.002 | 0006 | 0.013
18 0,000 0.001 | 0.003 0.007
19 0.000 | 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 : 0000 | 0.001
2 0.000

¢) Loi exponentielle

Fonction de fiabilité : R(t)=e™¥ E(X)=— (MTBF) o(X)=
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d) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f (x) =

2

£

e 2

1
Jan

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE .X(0,1)

n(:):p(rs:):j;f(x)dx

' 0,00 0,01 0,02 0,03 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,5120 0,516 0 05199 0,5239 05279 05319 05359
0,1 0,539 8 05438 0,547 8 0,551 7 0,5557 0,559 6 0,563 6 0,5675 05714 05753
0,2 0,579 3 0,583 2 05871 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,6141
03 0,6179 0,621 7 0,6255 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,6443 0,648 0 0,651 7
04 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,6915 0,6950 0,698 5 0,701 9% 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,7157 0,719 0 0,7224
0,6 0,7257 0,7290 0,732 4 0,7357 0,738 9 0,7422 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,7549
0,7 0,758 0 0,761 1 0,7642 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,7852
0,8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,8051 0,807 8 08106 08133
09 08159 08186 0,8212 08238 08254 0,828 9 08315 08340 08365 0,338 9
1,0 0,8413 08438 0,846 1 0,8485 0,850 8 0,853 1 0,855 4 08577 | 0,8599 0,862 1
1,1 08643 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0,8729 0,874 9 0,8770 0,879 0 0,8810 0,883 0
12 08849 0,886 9 08888 0,890 7 0,8925 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,897 0,901 5
13 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 09131 09147 09162 0,9177
14 0,9192 09207 09222 0,923 6 09251 0,926 5 0,9279 09292 0,930 6 09319
15 0,933 2 09345 09357 0,9370 0,9382 0,939 4 0,940 6 0,941 8 09429 0,944 1
1,6 0,9452 09463 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 09515 0,9525 09535 09545
1,7 09554 0,956 4 09573 0,958 2 09591 09599 0,960 8 0,961 6 09625 0,9633
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 09713 09719 0972 6 09732 0,973 8 0,974 4 09750 09756 09761 0,976 7
20 0,9772 09779 0,9783 09788 09793 09798 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 09821 09826 0,983 0 0,983 4 0,983 8 09842 0,984 6 0,985 0 09854 0,9857
22 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 09875 09878 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
23 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 09913 09916
24 0,991 8 0,992 0 09922 09925 0,992 7 0,9929 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
25 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,9948 0,994 9 09951 0,9952
2,6 0,9953 09955 0,995 6 0,995 7 0,9959 | 0,990 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 09970 09971 0,997 2 09973 0,997 4
2,8 0,997 4 09975 0,997 6 0,9977 0,9977 0,997 8 0,9979 0,997 9 0,998 0 0,998 1
29 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,9983 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

' 3,0 3,1 32 33 34 35 3,6 33 40 45

T1(n 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999968 | 0,999 997

Nota : T1(~t)=1-11(r)
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o» Brevet de technicien supérieur e

Métropole-Antilles-Guyane-Polynésie
session 2009 - groupement B2 Microtechniques

Exercice 1 12 points
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle

(B): y'-2y'+y=8e".

ol y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y'la
fonction dérivée de y et y” sa fonction dérivée seconde.

1. Déterminer les solutions définies sur R de I'équation différentielle

(Eo): y'-2y'+y=0.

2. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = 4x%e”,
Démontrer que la fonction £ est une solution particuliere de I'équation dif-
férentielle (E).

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f del’équation différentielle (E) qui vérifie les condi-
tions initiales f(0) = —4 et f'(0) = —4.

B. Etude locale d’'une fonction

Soit f la fonction définie sur R par

f0) = (4x* - 4)e*
Sa courbe représentative € dans un repeére orthogonal est donnée ci-dessous.
1. a. Démontrer que pour tout réel x, f'(x) =4 (x*+2x—1)e".

b. Donner sans justification la valeur exacte et la valeur approchée arrondie
41072 de I'abscisse de chacun des points de la courbe € o1 la tangente
est parallele a I’axe des abscisses.

2. a. Démontrer que le développement limité, a 'ordre 2, au voisinage de 0, de
la fonction f est:

fx)=—4-4x+ 2x% + xze(x) avec ling)e(x) =0.
x—>

b. Déduire du a. une équation de la tangente T ala courbe ¢ au point d’abs-
cisse 0.

c. Ftudier la position relative de % et T au voisinage du point d’abscisse 0.

C. Calcul intégral

Dans cette partie, les questions 1. et 2. peuvent étre traitées de facon indépen-
dante.

1. La fonction f définie au début de la partie B est une solution de I'’équation
différentielle (E) de la partie A.

Donc, pour tout x de R, f(x) = —f"(x) +2f'(x) + 8e*.
En déduire une primitive F de la fonction f sur R.
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2. a. Donner, sans justification, le signe de f(x) sur I'intervalle [0; 1]
b. Dans cette question, on admet que la fonction F définie sur R par
F(x) = (4x* —8x+4) e* est une primitive de la fonction f.
Déduire de ce qui précede I'aire <7, en unités d’aire, de la partie du plan
limitée par I’axe des abscisses, la courbe € et les droites d’équation x =0
etx=1.

Exercice 2 8 points

On considere un signal correspondant a la fonction f, définie sur R, périodique de
période T =27 et telle que :

f@®=nm—tpourd0<t<met f(t)=0pourn < < 27.
(e 0]
Soit S(¥) = ag + Z (ancos(nwt) + by sin (nwt) le développement en série de Fourier
n=1
associé a la fonction f

1. Tracer, dans un repere orthogonal, une représentation graphique de la fonc-
tion f, pour ¢ appartenant a l'intervalle [-27 ; 67].

7
2. Montrer que ap = 1

3. Un logiciel de calcul formel a permis d’obtenir les intégrales suivantes, pour
n entier non nul :

n 1-(-1" T . n
(m—1t)cos(ny)dt = —— et (m—0sin(ny)dt= —.
0 n 0 n
Ces résultats sont admis et ”’ont donc pas a étre démontrés.
En déduire les expressions de a, et de b, en fonction de 'entier non nul 7.
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4. Calcul d'une valeur approchée de la valeur efficace de f

Pour tout entier n, on pose ¢, =/ a% + b% pour n > 1et ¢y =|agl, ot a, et by,
sont les coefficients de Fourier de la fonction f.

Le tableau suivant donne les valeurs de c,, arrondies 42 1074, pour n variant

de0as.
n 0 1 2 3 4 5
Cn 0,7854 1,1854 0,5 0,3408 0,25 0,2016

On note Ey la valeur efficace de la fonction f.
La formule de Parseval permet d’écrire :

EA? = g2 loo 2 4 p2) = 2 loo 2
(f) _a0+22(an+ n)_CO+ZZCn'
n=1 n=1

On obtient une valeur approchée de E¢ en ne prenant pas en compte les har-

moniques d’ordre supérieur ou égal a 6. On obtient alors une valeur appro-
1 n=5
chée P du carré de la valeur efficace de f par la formule : P = cg + > Z Ci.
n=1
Donner, en utilisant le tableau ci-dessus, une approximation décimale a 1074
pres de P.

5. Comparaison avec la valeur exacte de la valeur efficace de f

9 1 2n
a. Onrappelle que (Ef)” = E[ (1) dt.
0

2 w?
Montrer que (Ef)” = e

b. Déduire des questions précédentes une valeur approchée arrondie 2 10~3
5
(Er)

On peut observer ici que

du rapport

5 est inférieur a 0,95. On constate ainsi que

Ey

U'abandon des harmoniques d'ordre supérieur a 5 ne fournit pas une excel-
. . 2 N L.

lente approximation de (E f) dans le cas ott, comme ici, les valeurs de c,, ne

décroissent pas rapidement.

Formulaire pour les séries de Fourier

f : fonction périodique de période T.
Développement en série de Fourier :

+oo +00 .
s(t)=ag+ )_ (ancos(nwt) + bysin(nwt)) = ) ce*?t (neN*, ke2).
1 ﬂfil 2 a+T B
ap=— fdr an=—f f) cos(nwn) dr;
T Ja T Ja
2 a+T
b, = —f f@®)sin(nwt) dt.
T Ja
a+T .
o= fe*tdr (kez); co = ap.
a
—ib +ib
%=6n; %zc_n (neN*).
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