BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

CONCEPTION DE PRODUITS INDUSTRIELS

Session 2003

Epreuve de mathématiques

DUREE : 3 heures COEFFICIENT : 2

Calculatrices et formulaires autorisés.

2 feuilles de papiers millimétrés sont nécessaires pour ce sujet.
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EXERCICE 1 ( 9 points)

Les parties A, B et C peuvent étre traitées de facon indépendante.

A . Résolution d’une équation différentielle

On considére 1’équation différentielle (E) : y" + 5y' + 6y = 4e ~** oi y est une fonction de la variable

réelle x, définie et deux fois dérivable sur IR, y' la fonction dérivée de y et y" la fonction dérivée seconde.

1. Résoudre I’équation différentielle (H) : y" + 5y' + 6y=0.

2. Vérifier que la fonction g(x) = 4xe ~** est une solution particuliére de I’équation différentielle (E).

3. En déduire I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution particuliére h de I’équation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales
h(0) =3 et h’(0) =-2.

B. Etude d’une fonction

Soit f 1a fonction définie sur IR par f(x) = (4x + 3)e ™ >~

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O; T, 7) d’unité graphique 2 cm.

1. Déterminer les limites de f en - et +. On rappelle que lim  xe™ ** = 0.
X + ©

2. a. Montrer par le calcul que la dérivée f' de f est définie par : f '(x) = (-8x - 2) ¢ **,
b. Déterminer suivant les valeurs de x le signe de f'.
c. En déduire les variations de la fonction f. On regroupera les résultats dans un tableau de
variations en faisant apparaitre la valeur exacte de |'extremum.
3. a. A l'aide du développement limité de t — €' I'ordre 2 au voisinage de O, donner le développement
limité 3 I'ordre 2 au voisinage de 0 de x — e**.

b. En déduire que le développement limité a I'ordre 2 au voisinage de O de f(x) est :
f(x) = 3-2x-2¥" + ¥ g(x) avec lim  g(x) = 0.

x>0
4. a. Déduire de la question précédente I'équation de la tangente T a la courbe C en 0.
b. Etudier la position relative de C et de T au voisinage de 0.
S.TracerCetT.

C. Calcul intégral

1. Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la courbe C et de I’axe des abscisses.

2. Calculer a I’aide d’une intégration par parties la valeur exacte de I'intégrale [ = J ? f(x)dx.
3

4
3. Déterminer I’aire en cm? & 10  prés par défaut, de ia partie du plan limitée par la courbe C, I’axe des

abscisses et la droite d’équation x = 3.
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EXERCICE 2 ( 5 points)

Les parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.

Partie A.

Une entreprise fabrique des jetons destinés & un établissement de jeux. On note D la variable aléatoire

prenant pour valeur le diamétre en millimétres des jetons et E la variable aléatoire prenant pour valeur

I’épaisseur en millimétres des jetons.

On suppose que les variables aléatoires D et E sont indépendantes.

Le cahier des charges de cette entreprise indique que le diamétre doit étre égal a 29 + 0,4 mm et que

I’épaisseur doit étre égale 2 + 0,1 mm.

On admet que la variable aléatoire D suit la loi normale de moyenne 29 et d’écart type 0,2 et que la

variable aléatoire E suit la loi normale de moyenne 2 et d’écart type 0,04.

1. Calculer la probabilité qu’un jeton pris au hasard dans la production ait un diamétre conforme au cahier
des charges.

2. Calculer la probabilité qu’un jeton pris au hasard dans la production ait une €paisseur conforme au
cahier des charges.

3. En déduire la probabilité qu’un jeton pris au hasard dans la production satisfasse les deux conditions du

cahier des charges.

Partie B.
On suppose que 6% des jetons ne correspondent pas au cahier des charges.
On préléve au hasard dans la production 100 jetons. Vu la quantité de jetons produite par I’entreprise, on
peut assimiler ce prélévement a un tirage successif avec remise.
On note X la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de jetons non conformes au cahier des
charges.
1. Déterminer la loi de probabilité de X en justifiant la réponse et en précisant les paramétres de cette loi.
2. Quelle est la probabilité d’avoir un seul jeton non conforme ?
3. On suppose que I’on peut approcher la loi de X par une loi de Poisson.

a. Déterminer le paramétre de cette loi.

b. Déterminer la probabilité d’avoir exactement 3 jetons ne répondant pas au cahier des charges.

c¢. Déterminer la probabilité d’avoir au moins 4 jetons ne répondant pas au cahier des charges.
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EXERCICE 3 ( 6 points)
Les parties A et B peuvent étre traitées de facon indépendante.
Soit (O; 1, J) un repére orthonormal d’unité graphique 1 cm.

x=f(t)=4 + 158 - 18t + 1

On considére la courbe H définie par les équations paramétriques : { y = g(t) =— 26 + 6t out est

un parametre réel appartenant a 1’intervalle [0 ;1].

Partie A.

1. Etudier les variations des fonctions f et g sur [0 ; 1] et rassembler les résultats obtenus dans un méme

tableau. On indiquera en particulier les images de 0, = et 1 ainsi que la valeur des dérivées en ces points.

2. Soit A (1 ; 0) et B(= 5 ; 2). Montrer que le vecteur AB est tangent 4 H en A.

3. Tracer H ainsi que le vecteur AB.

Partie B.
En fait, la courbe H est une courbe de Bézier définie a partir de quatre points de contrdle A, B, C et D, les
coordonnées de D étant (2.; 4).
1. Vérifier que la courbe part bien de A pour arriver en D.
2. On cherche dans cette question a déterminer les coordonnées du point C.
a. En utilisant le fait que DC est tangent 4 H en D, déterminer I’ordonnée de C.
b. On rappelle qu'une courbe de Bézier a 4 points de contrdle est définie par la relation :
(*) OM() = i Bi3(t)OP; ou les P; sont les points de contrdle et B;s(t) sont les polyndmes de
i=0

n!

Bernstein définis par Bin(t) = Cj t' (1 — ) ' avec Cj = -

i. Donner I’expression développée des polynomes de Bernstein By s(t), By 3(t), B23(t) et B3 5(1).

ii. A ’aide de I'égalité (*), déterminer x¢ 1’abscisse de C. Tracer alors le vecteur DC.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
BTS CONCEPTION DE PRODUITS INDUSTRIELS

1. RELATIONS FONCTIONNELLES
In(ab) =Ina+1Inb, oua>0eth>0
exp(a+b) =expaxexpb

t=et1na’0ﬁa>0

a
1% =e® our>0
cos(a+b) =cosacosb —sinasin b

sin (@ + b) =sinacosb +cosasin b
cos(2f) = 2cos® f—1=1-2sin? ¢
sin (2t) = 2sinfcost

. . . + -
sin p +sing =2sm£2—qcosp—2q—

. . . - +
sinp—sing = 2Sln£-:iCOSqu
L

+ P
cosp+cosq = 2COS%’-COS£¥

. +q . -
COsS p—COsg =—281n¥81ﬂ£—5—‘!‘

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini

lim Int =+ ;
f—>+oo

lm ef =40 ;

t—>+oo
lim ¢/ =0 ;
1 ——o0
Sia>0, lim % =+ ; siaa<0, Hm * =0
t->+o0 {—>+oo

Croissances comparées a l'infini
of
Sia>0, lim — =+e
t—>too &
Int

Sig>0, im — =0
1-s400 (%

Formulaire de mathématiques

cosacosh = %[cos(a+b)+cos(a - by

sinasinb = —[cos (a - b) —cos(a + b) ]

1
2
sinacosbh = %[sin(a+b)+sin(a—b)]
e =cost+isint

coSt = %(ei’ +e )

sint = %(ei' - e—“)

e =e% (cos(B 1) +isin(Bt)),oua=o+iff

Comportement a l'origine

limiInt = —o0

1—0

Sia>0, limt*=0; sia<0, imt* =+
t->0 10

Sia>0, imi“Int=0.
1—0
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

f JAG) f@ 1@
1 1
Int - Arcsint =
4 Vi-s?
el el 1
. Arc tan ¢ 3
" (e R) i I+
sin ¢ cos t e’ (ae C) ae®
cos ¢ —sin?
tant = 1+tan’t
cos” ¢

Opérations
’ ’ ’
@+v) =u"+v

(eu) = ko’

(uv),= dv+uv

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur[a, b] :

r
’
u . _ .
(lnu) = —, u a valeurs stricterent positives
u

(ua) =au®ty

Intégration par parties :

b b b
L [ 1) a [ ule) 1e) ar = L)l - [ ) ) a
b—ada a 7]
d) Développements limités
2 n 3.5 pl
e =1+l sl e sint=— - 1L () ()
12! n! 1t 31 5! @p+1)!
—1——1—t+12+m+(—1)"r"+t”s(t) S p P
1+t~ COSfZ:l“—Qj‘Q‘Z‘f‘“"‘"(—l) (—21;—)—'+f E(t)
3 2P -1t a ola-1), ala—1)--(e—n+1)
In(t+2)=1=—+—+--+ (1" 4" () () =1+ & EET 02, EOT T ()
2 3 n It 2! n!
e) Equations différentielles
Equations Solutions sur un intervalle 1
. (
()= k=G0 ot G est une primitive de ¢+ —h—‘—t-)

a(t) X+ b(t) x=0

ar)

ax” +bx +ex =0

équation caractéristique :
2

ar“+br+c=0

de discriminant A

SiA>0, fe)=Ae"" + pe™ ...
Sia=0, f()= (A +pu)"”
SiA<0, f(r)= (2 cos(B )+ usin(Br)]e* o n =a+iff et r, = —if sont les racines

ou r et r, sont les racines de I’équation caractéristique

on  est la racine double de 1’équation caractéristique

complexes conjugudes de I’équation caractéristique.

Formulaire de mathémaiiques
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3. PROBABILITES

a) Loibinomiale P(X =k)=Ckpryn* o  Cho._nl E(X)=np ; o(X)= Jnpy
k' -k) ‘
b) Loi de Poisson

A PR 0.2 03 0.4 0,5 0.6

P(x =k)=2 k'l 0 0.8187 | 0,7408 | 0,6703 | 06065 | 05488

1 0,1637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293

B(x)=1 2 00164 | 00333 | 00536 | 00758 | 0,088

3 0,0011 | 00033 | 0,002 | 00126 | 00198

4 0,0000 | 0,003 | 00007 | 00016 | 00030

r(x)=1 5 0,0000 | 0,0001 | 00002 | 0.0004

6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

2| 1 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 0368 | 0223 | 0135 | 0050 | 0018 | 0007 | o002 | coo1 | o000 | o600 | o000
1 0368 | 0335 | 0271 | 0149 | 0073 | 0034 | 0015 | o006 | 0003 | o001 | o000
2 084 | 0251 | 0271 | 0224 | 0147 | 0084 | o045 | o022 | o011 | o005 | o002
3 0061 | 026 | 0180 | 0224 | 0195 | 0140 | o008 | 0052 | 0020 | 0015 | o0.008
4 0.015 | 0047 | 009 | 0168 | 0195 | 0176 | 0.3¢ | 0091 | 0057 | 0.034 | 0.019
5 0003 | 0014 | 003 | 0101 | 0156 | 0176 | o061 | 028 | 0092 | 0.061 | 0.038
6 0001 | 0004 | o012 | 0050 | 0104 | 0146 | o0a61 | 0449 | 0422 | 0091 | 0.063
7 0000 [ 0001 | 0003 | 0022 | o060 | 0104 | 0138 | 0149 | os0 | o117 | 0.09
8 0000 | 0001 | 0008 | 0030 | 0065 | 0103 | 013 | 0140 | 0132 | o0.113
9 0.000 | 0603 | 0013 | 003 | 0069 | o101 | 0124 | 0132 | 0125
10 0001 | 0005 | 0018 | 0041 | 0071 | 009 | 019 | o125
1 0.000 | 000z | 0008 | 0023 | 0045 | 0072 | 0097 | 0114
12 0001 | 0003 | 0011 | 0026 | 0048 | 0073 | 0.095
13 0.000 | 0001 | 0005 | 0014 | 0030 | 005 | 0.073
14 0.000 | 0002 | 0007 | 0017 | 0032 | 0052
15 0.000 | 0003 | 0009 | 0019 | 0035
16 0.000 | 0001 | 0005 | o011 | 002
17 0.000 | 0002 | 0006 | 0.013
18 0000 | 0001 | 0.003 | 0.607
1 0.000 | 0.001 | 0.004
20 6.001 | 0.002
2 0,000 | 9.001
22 0.004

Formuolaire de mathématiques
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¢) Loi normale

. " ce [
La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : /{x)= ——=c 2

2n

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE N(0,1)

H
() =pT<i)= j f(x)dx TI(r)
i N
0 ¢
1 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 0 0,504 0 0,568 0 0,512 0 0,516 0 0,5199 0,5239 0,5279 0,531 9 0,5359
0,1 0,539 8 0,543 8 0,547 8 0,551 7 0,5557 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
0,2 0,579 3 0,583 2 0,587 1 0,5910 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,614 1
0,3 0,6179 0,6217 0,625 5 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,6443 0,648 0 0,651 7
0,4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,6915 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,715 7 0,719 0 0,722 4
0,6 0,725 7 0,729 0 4,7324 0,735 7 0,7389 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,782 3 0,7852
0,8 0,788 1 0,791 ¢ 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,8023 0,805 1 0,807 8 0,810 6 0,8133
0,9 0,815 9 0,818 6 0,8212 0,823 8 0,8254 0,8289 0,8315 0,834 0 0,836 5 0,838 9

10 0,841 3 08438 0,846 1 0,848 5 0,85038 0,853 1 0,855 4 0,8577 0,8599 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0,872 9 0,874 9 0,8770 0,879 0 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0,886 9 0,888 8 0,890 7 08925 0,894 4 0,856 2 0,8980 0,899 7 0,901 5
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 0,9115 0,913 1 0,914 7 0,9162 0,917 7
14 09192 0,920 7 09222 0,923 6 0,925 1 0,926 5 0,927 9 0,9292 0,930 6 0,9319
1,5 0,9332 0,934 5 0,935 7 0,9370 0,938 2 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 0,945 2 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 09515 0,9525 09535 0,954 5
L7 0,955 4 0,956 4 0,957 3 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 4,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 0,9713 0,9719 0,972 6 0,973 2 0,973 8 0,974 4 09750 0,975 6 0,976 1 0,976 7

2,0 0,9772 0,9779 0,978 3 0,978 8 0,979 3 0,979 8 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 0,982 1 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
2,2 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 0,9878 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
2,3 0,989 3 0,989 6 09898 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,991 3 0,991 6
2,4 0,991 8 0,992 0 0,9922 0,992 5 0,992 7 0,9929 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,5 0,993 8 0,994 ¢ 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,995 1 0,9952
2,6 0,9953 0,995 5 0,995 6 09,9957 0,9959 0,996 ¢ 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 6,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 0,997 3 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 8,997 6 06,9977 0,997 7 0,997 8 0,997 9 90,9979 0,998 0 0,998 1
2,9 0,998 § 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 9,998 5 0,998 5 0,998 6 $,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

t 3,0 3,1 32 3,3 34 35 3,6 38 4,0 4,5

T1(9) 0,998 65 0,999 04 0,599 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : TH(~t)= 1-T1(r)
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