BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

CONCEPTION DE PRODUITS INDUSTRIELS

Session 2002

Epreuve de mathématiques

DUREE : 3 heures COEFFICIENT : 2

Les calculatrices sont autorisées conformément a la circulaire n°® 99-186 du 16 novembre 1999.
La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction interviendront pour une part importante dans
I’appréciation des copies.
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EXERCICE 1 (6 points)
Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.

Dans un groupe d'assurances on s’intéresse aux sinistres susceptibles de survenir, une année
donnée, aux véhicules de la flotte d'une importante entreprise de maintenance de chauffage
collectif.

Dans cet exercice, sauf mention contraire, les résultats approchés sont a arrondir 2 10 ~3,

1° Etude du nombre de sinistres par véhicule

Soit X la variable aléatoire qui, a tout véhicule tiré au hasard dans un des parcs de la flotte,
associe le nombre de sinistres survenant pendant 1’année considérée.
On admet que X suit la loi de Poisson de parametre 0,28.

a) Calculer la probabilité de 1'événement
A : « un véhicule tiré au hasard dans le parc n'a aucun sinistre pendant I’année

considérée ».

b) Calculer la probabilité de 1'événement
B : « un véhicule tiré au hasard dans le parc a, au plus, deux sinistres pendant
I’année considérée ».

2° Etude du nombre de sinistres dans une équipe de 15 conducteurs

On note E l'événement : « un conducteur tiré au hasard dans 'ensemble des conducteurs de
I'entreprise n'a pas de sinistre pendant 'année considérée ».
On suppose que la probabilité de I'événement E est 0,6.

On tire au hasard 15 conducteurs dans 'effectif des conducteurs de I'entreprise. Cet effectif est
assez important pour que I'on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de 15
conducteurs.

On considére la variable aléatoire ¥ qui, a tout prélévement de 15 conducteurs, associe le
nombre de conducteurs n'ayant pas de sinistre pendant l'année considérée.

a) Justifier que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale et déterminer ses parameétres.

b) Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, 10 conducteurs n'aient pas de
sinistre pendant I’année considérée.

3° Etude du coiit des sinistres

Dans ce qui suit, on s'intéresse au colt d'une certaine catégorie de sinistres survenus dans
l'entreprise pendant I'année considérée.

On considére la variable aléatoire C qui, a chaque sinistre tiré au hasard parmi les sinistres de

cette catégorie, associe son coiit en euros.
On suppose que C suit la loi normale de moyenne 1200 et d'écart type 200.

Calculer la probabilité qu'un sinistre tiré au hasard parmi les sinistres de ce type coiite entre
1000 euros et 1500 euros.
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4° Etude du pourcentage de véhicules sans sinistre 6 mois aprés leur mise en service

On considere un échantillon de 100 véhicules prélevés au hasard dans le parc de véhicules mis
en service depuis 6 mois. Ce parc contient suffisamment de véhicules pour qu'on puisse
assimiler ce tirage a un tirage avec remise.

On constate que 91 véhicules de cet échantillon n'ont pas eu de sinistre.

a) Donner une estimation ponctuelle du pourcentage p de véhicules de ce parc qui n'ont pas eu
de sinistre 6 mois apres leur mise en service.

b) Soit F la variable aléatoire qui a tout échantillon de 100 véhicules prélevés au hasard et

avec remise dans ce parc, associe le pourcentage de véhicules qui n'ont pas eu de sinistre 6
mois apres leur mise en service.

Déterminer un intervalle de confiance du pourcentage p avec le coefficient de confiance 95 %.

¢) On considére l'affirmation suivante :
« le pourcentage p est obligatoirement dans l'intervalle de confiance obtenu a la question b)».

Est-elle vraie ? (On ne demande pas de justification.)
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EXERCICE 2 (8 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
A. Résolution d'une équation différentielle
On considere 1'équation différentielle :
(E):y"—y'-2y=(-6x-4)e™",
ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y ' sa
fonction dérivée premiere et y” sa fonction dérivée seconde.

1° Résoudre sur R 1'équation diffeérentielle (Eg) : y"— » '=2y=0.

2° Soit & la fonction définie sur R par: A (x) = (x** +2x)e ™™

Démontrer que A4 est une solution particuliere de 1'équation différentielle (E).
3° En déduire I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle (E).

4° Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) qui vérifie les conditions initiales :

f(0)=1et f'(0)=1.

B. Etude d'une fonction
Soit f la fonction définie sur R par f(x)=(x+1)%e ™"

Sa courbe représentative C dans un repére orthonormal est donnée sur la figure ci-apres.

1° a) Calculer lim f(x).
b) Déterminer lim x’e et lim xe”*.Endéduire lim f(x).

¢) Interpréter graphiquement le résultat obtenu au b).

X

2° a) Démontrer que, pour tout xde R, f'(x)=(1- e .
b) Résoudre dans R I'inéquation /'(x) = 0.

¢) En déduire le sens de variation de f sur R.

3°a) A l'aide du développement limité au voisinage de 0 de la fonction exponentielle 7+ e,
donner le développement limité, a 'ordre 2, au voisinage de 0 de la fonction x+>e™ *.

b) Démontrer que le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0 de la fonction f
est :

fx)=1+x- % x?+x?e(x) avec lirr(l)(;(x)=0.

¢) En déduire une équation de la tangente 7 a la courbe C au point d'abscisse 0 et la
position relative de C et T au voisinage de ce point.
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C. Calcul intégral

1° a) La fonction f définie dans la partie B €tant une solution de I'¢équation différentielle (E) :

x

y'—-y'=2y=(-6x-4)e ",

montrer que f vérifie, pour tout x de R,

f@=5 @1 @+ Ex+4)e™],
b) Soit ' la fonction définie sur R par :

F@=2 ['®-f 0= (6x+10 e,

Vérifier que, pour tout x de R,

F'x)=/x).
¢) Vérifier que, pour tout x de R,

FO)=(-x—4x-5)e "

2° Utiliser ce qui précéde pour démontrer que l'aire A de la partie du plan hachurée sur la
figure est, en unités d'aire,

A=2e-35.
| »4
i
i
} 1
g X ‘ \
S\ > >
-1 o 1 x
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EXERCICE 3 (6 points)
L'objet de l'exercice est d'étudier deux fonctions hyperboliques qui permettent de définir

paramétriquement un arc d'hyperbole.

On considere les fonctions f et g définies sur I'intervalleI =[-1In7,In 7 ] par :
1 ! =t 1 4 ~t
f(t)=5(e +e7) et g(’)-‘-z(e —e’)

ou In désigne le logarithme népérien.
x=f(t)

Soit H la courbe définie paramétriquement par { 0 pour ¢ appartenant a l'intervalle I,
y=gl

dans un repére orthonormal (O :1,)) ot l'unité graphique est 2 cm.

1° Montrer que l'axe des abscisses est un axe de symétrie de la courbe H.

2° a) Montrer que, pour tout ¢ positif, ona: e’ >e™.

b) Etudier les variations des fonctions f et g sur I'intervalle [0 , In 7] et présenter le
tableau correspondant de leurs variations conjointes.
3° Soit A, B, C les points de la courbe H correspondant aux valeurs suivantes du parametre :
t=0pourA,t=In7pourBet?=—1In7 pourC.

a) Calculer les coordonnées de A et montrer que celles de B sont (%,27—4J

b) Déterminer les coordonnées de C en utilisant la symétrie mentionnée a la question 1°.

¢) Déterminer les coordonnées d'un vecteur directeur de la tangente a la courbe H au point B.

d) Déterminer une équation de la tangente a la courbe H en A.

e) Dans le repere (O ;Y,j) , tracer les tangentes en A et B & la courbe H, puis la courbe H

pour ¢ appartenant a I'intervalle 1. On rappelle que I’unité graphique est 2 cm.
4° Montrer que, pour tout ¢ de l'intervalle I, on a (£ (1))* — (g(1))* =1.

La relation obtenue a la quatriéme question et l’étude des fonctions f et g montrent que la

courbe H est un arc de la courbe d'équation x* — y* =1 qui est une hyperbole.
1o o, : _
Les fonctions cosinus hyperboligue : t+> cht= —2-(e +e"') et sinus hyperbolique

1 } . .
t+—>she = 5 (e' —e™") permettent de paramérrer une partie de cette hyperbole.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
BTS CONCEPTION DE PRODUITS INDUSTRIELS

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab)=1Ina+Inb, ola>0eth>0
expla + b) = expaxexpb

d =e'"9 (a>0)

1% =e® (1> 0)

cos{a + b) = cosacosb —sinasinb
sin{a+ b)=sin acosb +cosasinb
cos(2t)=2coszt—1=]—-2sinzt

sin(2¢) = 2sin ¢ coss

sinp+sinq=25in£—ﬂcos£———q
2 2
sin p ~sing = 2sin —‘D;q—cos!-)ﬂ
2 2
cos p+cosq = 2cos—p;—q-cos£—;—q
pPtq . P9

cosp—cosq=—2sin—2—sm 5

Formulaire de mathématiques

cosacosb= %[cos(a +b)+cos(a- b)]

sinasinb = L [cos(a - b)-cos(a+ b)]

N

sinacosb = —;—[sin(a +b)+sin(a —b)]

eV =cos7+isint

cost:é—@" +e‘i’)’ Cht=—;—€' +e—r)

sin¢ =%@" —e_i’), sht =%@' —e_’)

e = e (cos(B1)+isin(B1)), ot a=a+if
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2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini

Comportement a l'origine

lim Inz=+w ; limlnt = —c0
1-3+00 t—0
lim e’ =+ ; Sia>0, lim* =0 ; si@<0, lim 1% =+
{—>-+o0 t—>0 1—>0
lim ¢ =0 ; . .
(>0 ’ Sia>0, limt*Int=0.
1—0
Sieg>0, lim 1% =+w ; siag<0, lim ¢ =0
{—+0 [ —>+C
Croissances comparées a l'infini
of
Sia>0, lim — =+
t—+o0 17
. . Int
Sia>0, lim —=0
f—>+ 14
b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles
4
/) 0 1) /)
Int 1 cht sh ¢
t
¢! ¢! sht cht
a a-1 . 1
% (ae R) at Arcsin? >
. 1-1¢
sin t cos t
. 1
cos ¢t —sin! Arctant 5
1+1¢
tan =]l+tan“t
: cos” 1 e” (ae C) ae®

Opérations
(u+ v)' =u +v
(k u)' =ku

(uv)' =u'v+uv
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¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de f sur [a, b] - Intégration par parties :

b _]. a J.:f(t) dr _[:"(’) V'(’) dr = [u(l)v(t)]g - J-:u'(l) v(t) dr

d) Développements limités

. { t2 " ) ‘ t3 15 2p+l
el =1+ —t it —+1"5(1) sing = ———+—+-+ (= 1) ———+12P 5 ()
12 n! 1t 3t 5! 2p+1)!
1 2 4 2p
‘]—"‘—1—1'” SRR C) a1 cost:l—-t-—+t—-+---+(—l)p d +12P4 (1)
21 4 (2p)
_ _1_2_ i e Y a_,.a, ala-1), ala-1)-(a-n+1) ,
In(1+1)=1t (1) +1"4(c) (1+0)% =14 =1+ s " +1"3 ()
2 3 n 1 2! n!

e) Eguations différentielles

Equations Solutions sur un intervalle 1

a(t) x + b(t) x=0 f(t) = ke_G(’) ol G est une primitive de 7 — %%—)T

ax” +bx'+cx =0 Sia>0, f{t)= A" + e ... ol r et r, sont les racines de I’équation caractéristique
€quation caractéristique : |Sj A= 0, f(t)= (A + we ol r est la racine double de ’équation caractéristique
arl v brtc=0 SiA<0, f(t)=[Acos(B1)+ usin(B1)]e  ob 1 = a+iB et r, =a—if sont les racines

de discriminant 4 complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.

3. SERIES DE FOURIER :

/" fonction périodique de période T ;

développement en série de Fourier :

+oo =
s{t)=ag + Z(ak cos(kwt)+ by sin(kwt))= ZC,,e"”‘” , (ke N, ne2)
k=1 -
7 T T
_1 J'M 7lo)de ; ay N F(t)cos(kwr)dr ; by -2 IM fW)sin(kwr)ds.
T Ja T Ja
T a; —ib +1ib,
e, :7-[:+ F)e " dr (ne z); co=ag; £ 21 d =c¢p s e D 21 . =c_, (keN").
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4. PROBABILITES

a) Loibinomiale P(X = k)= Ckpkgn* oo Ck= #'k)' s E(X)=np ; o(X) = Jnpqg
b) Loi de Poisson
4 < 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6
P(X =k)= € P 0 0,8187 | 0,7408 | 06703 | 0,6065 | 0,5488
1 0,1637 04,2222 0,2681 0,3033 0,3293
E(X) = 2 0,0164 0,0333 0,0536 0,0758 0,0988
3 0,0011 30,0033 0,0072 0,0126 0,0198
4 0,0000 0,0003 0,0007 0,0016 0,0030
vix)=4 5 00000 | 00001 | 00002 | 0,004
6 0,0000 0,0000 0,0000
| 1 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
11 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.0619 (4.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0.000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
2] 0,000 0.001
22 0.000
¢) Loiexponentielle
Fonction de fiabilité : R(t)=e™¥ E(X)= % (M.T.B.F.) 6(x)= %
Formulaire de mathématiques -4 - BTS Conception de produits industriels




d) Loinormale

XZ

1 6—7

Van

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE n(0,1)

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : £ (x) =

()= P(T <1)= J" f(x)dx r{)
0 ¢
t 0.00 .01 0,02 0,03 0.04 0,05 0.06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,512 0 0,516 0 0,519 9 0,523 9 0,527 9 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,543 8 0,547 8 0,551 7 0,555 7 0,5596 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,575 3
0,2 0,579 3 0,5832 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,610 3 0,614 1
0,3 0,617 9 0,621 7 0,625 5 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 0,651 7
0,4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,6700 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,691 5 0,6950 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,715 7 0,719 0 0,722 4
0,6 0,725 7 0,729 0 0,732 4 0,7357 0,738 9 0,7422 0,7454 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,782 3 0,7852
0.8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,805 1 0,807 8 0,810 6 08133
0,9 0.8159 08186 0,8212 0,823 8 0,8254 0,828 9 08315 0,834 ¢ 0,836 5 0,838 9

1,0 08413 0,843 8 0,846 1 0,848 5 08508 0,8531 0,8554 0,857 7 0,859 9 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0.8729 0,874 9 0,877 0 0,879 0 0,881 0 0,883 0
1,2 0,884 9 0.886 9 0,888 8 0,890 7 08925 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0.899 7 0,901 5
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 0,9131 0,914 7 0,916 2 09177
1,4 0,919 2 0,920 7 0,922 2 0,923 6 0,925 1 0,926 5 0,927 9 0,929 2 0,930 6 0,931 9
1.5 0,9332 09345 0,9357 0,937 0 0,9382 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,942 9 0,944 1
1,6 0,945 2 0,946 3 0,947 4 0,948 4 09495 0,950 5 0,9515 09525 0,953 5 0,954 5
1,7 0,955 4 0,956 4 09573 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1.8 0.964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 09713 09719 0,972 6 0,973 2 09738 0,974 4 0,975 0 0,975 6 0,976 1 0,976 7

2,0 0,977 2 0,9779 0,978 3 0,978 8 0,979 3 0,979 8 0,980 3 0,980 8 0,981 2 0,981 7
2,1 0,9821 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
2,2 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 09875 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
23 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 09913 0,991 6
24 0,991 8 0,992 0 0,992 2 0,992 5 0,992 7 0,992 9 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,5 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,9951 0,995 2
2,6 06,9953 0,9955 0,995 6 0,995 7 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 0,997 3 0,997 4
28 0,997 4 0,997 5 0,997 6 0,997 7 0,997 7 0,997 8 0,997 9 0,997 9 0,998 0 0,998 1
2,9 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

! 3.0 3.1 3,2 3,3 34 3,5 3.6 3.8 4,0 4,5

T1(r) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : TI{-t)=1-TI(t)
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