BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

CONCEPTION DE PRODUITS INDUSTRIELS

SESSION 2011

L

EPREUVE DE MATHEMATIQUES

Durée ; 3 heures Coefficient : 2

u La clarté du raisunnemcﬁdt et la qualité de la rédaction
interviendront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

L'usage des instruments de calcul et du formulaire
_de mathématiques est autorise.

Une feuille de papier millimétré est fournie.

Dés que le sujet vous est remis, assurez-vous qu’il est complet.
Le sujet comprend 7 pages numérotées de 1/7 a 7/7.

Le formulaire officiel de mathématiques est joint au sujet.
Il comprend 2 pages numérotées 1 et 2.
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EXERCICE 1 (4 points)

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples.

Pour chacune des questions, une seule réponse A, B, C est exacle.

Indiquer sur la copie le numéro de la question et la leitre correspondant a la réponse
choisie.

On ne demande aucune justification.

Notation :

Chague réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de réponse
ne rapporte ni n'enléve de point,

1° (O} ?, :r':, E) est un repére orthonormal direct de I’espace. On considére les
1 1

- B

vecteurs: & [ 1| et v |3].

1 1

Réponse A Réponse B Réponse C

Le produit scalaire

> - -1 5 v
de u par v est:

2° Avec les mémes données qu’au 1°,

Réponse A Réponse B Réponse C
La norme du produit
vecturiel;:n;: ﬁ Eﬁ 4
est :
13 -8 =12 6 -4 -6
3° On donne les matrices Met N: M=[12 -7 -12|et N=|6 -3 —6}.
6 -4 =5 j -2 -2
Réponse A Réponse B Réponse C
1 0 0 1 00 1 0 1
M—2 Nestégalea: 0 -1 0 01 0 0 -1 0
0 0 -1 0 0 1 0 0 1

4° Avec les mémes données qu’au 3°,

Réponse A Réponse B Réponse C
Le orod 377 356 170 169 64 144 1 0 0
produit 4
Mx M= 2 est - 356 337 160 144 49 144 0 1 0
170 160 77 6 16 25 0 0 1
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EXERCICE 2 (6 points)

Les trois parties A, B et C peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’une équation différentielle

On considere I’équation différentielle (E) : »"—2y'+y=1-sinx, ol y est une fonction de
la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R, y' sa fonction dérivée et " sa
fonction dérivée seconde.

1° Déterminer les solutions définies sur R de 1’équation différentielle (Ep) :
y"=2y'+y=0.

2° Déterminer la constante réelle & telle que la fonction g définie sur R par
g(x) = k cos x + ] soit une solution particuliére de I’équation différentielle ().

3° En déduire I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E).
4° Déterminer la solution particuliere f de 'équation différentielle (£) qui vérifie les

conditions initiales f(0)= % et f'(0)=1.

B. Etude locale d'une fonction

On considére la fonction fdéfinie sur R par f(x)=1+¢" - %cnsx i

-3 =3
On a trace ci-dessous sa courbe representative C dans un repére orthonormal (O ; ¢, j ).

L}
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1° a) Déterminer le développement himité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction

& - ]
définie par x> — — COS X

b) En déduire que le développement limité, & 'ordre 2, au voisinage de 0, de la
P4 x? e(x)avee lim £(x)=0.

fonction fest f(x)= 34 x+ 3 x
2 4 x—0

2° a) Déduire de la question précédente une équation de la tangente I a la courbe C au
point d’abscisse 0.

b) Etudier les positions relatives de C et T au voisinage du point d’abscisse 0.
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EXERCICE 3 (10 points)
Les trois parties A, B et C peuvent étre traitées de fagon indépendante,

On considére les nombres réels (=0, =1, L =2, t1=3 et ty = 4. On se propose de
construire une courbe B-spline de degré 2 de vecteur naeud (1o, 1y, 12, 13, l4).

A. Détermination des fonctions polynémes B-splines

On rappelle que les fonctions polynémes B-splines de degré m associées au vecteur neeud
(to, 11, 2, 13, t4) sont définies sur R et pour m # 0, par :

l‘ —
Nim-r(f) + 2 Ny i),

+m feml T Vel

1° On a déterminé des fonctions polynémes B-splines de degré 0 et 1 associées au
vecteur noeud (0, 1, 2, 3, 4) qui ont été rassemblées dans les tableaux ci-dessous.

Ni W)=

¥ 0 1 2 3 4

No,o (1)
| Ny o(D)
Nao()
N3 o(D)

! 0 1 2 3 4
No,1(1)
Ny
Naa (1)

Déterminer N, ; (f) pour tout ¢ de ['intervalle [1, 2].

S|Io|l o<
fn I e

bl =0 =R ==

ojlofjo|e

D DO

S| -

b

|
—
=
o=
=

L] ] L)

1
0 3¢
0

7° Le tableau suivant donne les fonctions polyndmes B-splines de degré 2 associées au
vecteur nceud (0, 1,2, 3, 4) :

t 0 1 2 3 4
1 2 2 3 1 2 9
—_ L e ¥ iy [ty U ¥ 0
No.2(0 0 > 3 5 | 3 3 0
1 7 1 1 2
N — 1 =1+ = — t —4r+8
L:U} 0 0 5 5 2 0

Démontrer que, pour tout f de U'intervalle {2, 3], Ny 2 (1) =~ 1P+ 51— -{-21
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B. Détermination des équations paramétriques d'un des arcs de la courbe B-spline

u.lr
Dans le plan muni du repére orthonormal (O i, '}!') d’unité 8 centimeétres, on considére
les points Py (0, 1) et Py (2, 1).

La courbe B-spline associée aux points Py et Py, au vecteur nceud (fo, f1, 1, 13, 1) et aux
—_— i=] ——
polynémes B-splines de degré 2 est définie par OM (1) = >~ N, 2(f) OP; .
i=0
Démontrer que, pour tout /de Vintervalle [1, 2], le point M(f) a pour coordonnces

x()=1"=21t+1ety(r)=- -;— (2211,

Dans ce qui suit, on admet que, pour tout f de I’intervalle [2, 3], le point M(7) a pour
coordonnées x(f) =—2 12+ 10711 et y{:}=-% 24201,

C. Construction de la courbe B-spline

On considére I’arc C; ensemble des points M(f) de coordonnées
{x{t}:ﬂ(r)x:rz ~2t+1

o ¢ appartient A l'intervalle [1, 2].
ﬂr}=gl(r)=-%r1+2:~1” appartient & lintervalle {1, 2]

1° a) Etudier les variations des fonctions f; et g; sur {1, 2] et rassembler les résultats dans
un tableau unique.

b) Préciser des vecteurs directeurs des tangentes & C aux points M(r) de paramétres 1
et 2.
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2° On considére 1’arc C; ensemble des points M(f) de coordonnées
x(0) = fo(ty==2t% +10 =11
y{t}=;|g,r1|[1.'}=-~—é-~rI +2t 1

On admet que le tableau des variations conjointes des fonctions f, et g, sur [2:3]estle

ol f appartient a I'intervalle [2, 3].

suivant :
5
f 2 E 3
fni2 + 0 - -2
2
1 1
g, |0 - -1
1
\\\. 1
1
2

Déterminer (par lecture du tableau ou par calcul) des vecteurs directeurs des tangentes a (s
aux points M(7) de paramétres 2, % et 3.
3° On rappelle que le plan est muni d’un repére orthonormal (O _:'}, }r) ot "unité

graphique est 8 centimétres.
a) Construire les tangentes a la courbe C; aux points M(1)et M{E}

b) Construire les tangentes 4 la courbe C; aux points M(2), [ E) et M(3).

¢) On désigne par 4 le point de coordonnées A(0, —;- ).

On admet que pour ¢ appartenant & lintervalle [0, 1], I'arc Cy de la courbe B-spline
cherchée est le segment [OA4].
Construire sur le méme graphique les arcs de courbe Co, €, C2.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES
BTS CONCEPTION DE PRODUITS INDUSTRIELS

I. RELATION. NCTIONNELLES

In{ab) =lna+inb, oia>0eth>

explu+b) =expaxexph

flna

a =e otta=()

En=¢m"‘,m';|r:=-i}

cos(a+b) = cosacos b —-sinasin b
sin{a+bh)=sinacosh + cosasinb
cos(21) = 2cos’r~1=1 -2sin’y

sin(2r) = 2sintcoosy

sin p+3in ¢ = 2 sin P79 o B9
2 2

p+q
2

: . - P—q
in p—-3ing = 73in C
P q 5 a3

... —
Elﬂp+i.‘.{:lﬁq=1cﬂﬁp qcﬂsp g

2 2
CO3 p~cosg ==23in p+qsin . |
2 2
2 L DIFFERENTIEL ET EGRAL
a) Limites usuelles
i riement a 'infini

lim Inf=+e ;

{3422

lim ¢ = oo :
o

lim ¢ =0 :
[T

Sia>0, lim (F = 4o : sia<0, lim /* =0
{—4ca I =y
roissane ardes g 'infini
!
. . e
Siaz>0, lim —= 4w
e
. ] Ini ¢
Siag>0, lim —=10
[=poa f

Formubire de mathématiques -] -

CPMAT

cos acosh = &l-[c:us (a +b) + cos {a — b) |
sin asin b :El[n:us (@~b&)—cos{a+b)]

sin acos b = — [ sin {a + &) +5in (u ~ ) |

Ind | s

e’ =cosr +isins

| . .
QGSFT?{CH + I.I"}

sins = i_{e"’ -:"i’}

21

el = r:m[cl::s{ﬂ f+isin(Bn),ola=a+ Ti)

Comportement g I'origine

liminl =—ee
§ =)
Sia=>0, lim/™=0: si@<, imi® = +oo

134} F=l}

Siaz limni=0.
==+
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b) ivées e

Fonctions usuelles
G 70 fl /(1) £ ()
] Il | |
ins - Arcsins
i |"J'2
e ¢! |
. Arc tanr 3
t* (e R) ar® 1+¢
sin f COS f e” (ae C) ae™
cos | - gin{
i 2
lan ¢ 5 =]+ tan”“¢
cos” |
Dpération
1" # P rl F
w+v) =u'+v (veou) ={|."ﬂi:.r}ur
l’.‘:ﬂ'} = ki-l'r 3
e ] et
{u'l-r} =L v+uv
' ’ : S . .
1y _ v (law) =-—, ui valeurs stricterment positives
¥ " H
uY wov—uv G"ﬂ) —autty
[ Ul

¢) Caleul intégral

Vateur n-m_pennf de f sur [a, b] :

Intégration par parties ;

—[ 1)« J 0 V) at = k18 - [ ) o) @

d) Développements limités

2

e ) L e L 2 ap
el =l — .. +~—+_r { INf = e e s e = VP o B !
ito21 R R TRETRT +(1) (1;;:44}!+I € ()

| +1

J—:J —t4 0 b (=1 +t"e ¢)

1
-
InI[I+r]"J'—‘Z,‘*'T+ ) . +f "e () [l+r}“‘=l+%r+-—a—a{¢_']:3+-- afa-i}-la-nti) "elr)
. ! 2! !
e) Equations différenticlles
Equations Solutions sur un intervalle |
alt)x"+ by x=0 fl)=ke™ ~Gl) it G est une primitive de E}
alt)
ax +bx" +ex =) Sia>0, flt)=2eV +pe™ ... ob fi &t ry sontles racines de I’équation caractéristique
|équation caractéristique : |gi 4 = 0, fley=(Ar+p)e™......... oirestlaracine double de I'équation caractéristique
ar? +thr+c=10 Sia <0, ffr]= [lcui(ﬂ!}+p3in{ﬁf}]¢m ol n=a+ifl et n =a-if sont les racines
i‘d: discriminant A complexes conjuguées de |'équation caractéristique.

Formulaire de mathématiques
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