B T.S. CHIMISTE - SESSION 2003

épreuve : MATHEMATIQUES
CHMAT-M1

Durée : 2 heures Coefficient : 3

La clarté des raisonnements et la qualité de /a rédaction interviendront pour
une part importante dans /‘appréciation des copies.

L 'usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématiques
est autorisé€
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EXERCICE 1 : (13 points) Etude de la cinétique d’une réaction en chaine.

On considére un réacteur dans lequel on fait réagir du CH, dans du C/; en excés. Dans ce cas, on
peut modéliser les réactions par des cinétiques d’ordre 1 :

CHy —» CH3Cl 5 CH,Cly - CHClL — CCly

On note a=[CH,] , 1a concentration initiale en CH, et k une constante réelle non nulle exprimée

|

enmin~ . Le temps ¢ est exprimé en minutes.

Les valeurs approchées seront arrondies au centiéme le plus proche.

Les trois parties A, B et C sont indépendantes.

PARTIE A

' CH .
[CH,‘]létant la concentration en CH; 2 D’instant 7, on pose x(t)=[——4]—’. A linstant t = 0, la
a

concentration en CHj est égale a a et donc x(O) =1.

Les lois cinétiques donnent 1’équation différentielle suivante :

dx
—=-4kx 1
dt )

1. a. Donner la solution générale de I’équation différentielle (1).
b. Déterminer la solution de 1’équation (1) qui vérifie la condition initiale x(0)=1.

. , [CH,CI]
[CH;CI], étant 1a concentration en CH3Cl & P'instant £, on pose y(r) = =——*

A Pinstant ¢ = 0, la concentration en CH3Cl est nulle, donc y(0)=0.
dy

Les lois cinétiques donnent I’équation différentielle suivante : i —3ky+4ke™*¥ qui s’écrit sous
la forme :

y'+3ky = dke ™ @
2. Résoudre I’équation différentielle homogene associée : y'+3ky =0

-4kt

3. Déterminer une solution particuliére de I’équation (2) de la forme ¢ Ae ou A estune

constante réelle.

4. a. Donner la solution générale de I’équation différentielle (2).
b. Déterminer la solution de I’équation différentielle (2) qui vérifie la condition initiale y(0)=0
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PARTIE B

[CH,CL], et [CHCL], étant les concentrations en CHyCl, et CHCl; a Pinstant f, on pose

z(h) =

[cH,CL),
a

[CHCL],
a

et v(t)= . A D'instant ¢t = 0, ces concentrations sont nulles et donc

z(0)=v(0)=0.
Les lois cinétiques donnent les équations différentielles suivantes :

dz

— =2kz+12k(e ™ 3
— (e ) ©®
D byt 2k 4)
dt

. Montrer que v'(0)=0.

a. Montrer que I’équation (4) s’écrit sous la forme : z(¢¥) = _2—11;[‘)'([) + kv(t)]

L ; . dz ) dv
b. En dérivant cette expression de z, exprimer z'=7 en fonction de v’=:1— et de
t !

o d 2y
art’
. dz .. (.
c. En reportant les expressions de z et de % dans ’équation (3), montrer que v vérifie

I’équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants (E,) suivante :

V' 3kv'+ 2k = 24k% (7 - ) (E))

3. Résoudre I’équation différentielle homogéne (E,) associée : v"+3kv'+2k’v =0

On suppose maintenant que t =0,! min

Déterminer une solution particuliére de I’équation (E,) de la forme t> oe™ +Be™* ou

oet B sont des constantes réelles.

. Donner la solution générale de Iéquation différentielle (E,).

-1

6. Montrer que la solution v qui vérifie les conditions 1n1t1ales v(O) 0 et v'(0) =0 est définie

par : v(f) =4e " —12e7% +12¢7 — 47

PARTIE C

On considére la fonction v définie par tout réel £ >0 par v(f) =4e™™" —12¢™ +12¢™ ¥ — 4™ .
1. a. Calculer la dérivée v' de v.

b. Vérifier que la dérivée de v peut s’écrire sous la forme :

V(1) =046 (4" -1)-(e*¥ -1)’
Etudier le signe de v'(#) en fonction de ¢. En déduire le tableau de variation de la fonction
v sur Pintervalle [0 ;75].

. Représenter graphiquement la fonction v:t—v(f) pour te [0 ;75], dans un repére

orthogonal d’unités graphiques, 1 mm sur I’axe des abscisses (1 cm représente donc 10
minutes) et 20 cm sur ’axe des ordonnées.
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EXERCICE 2 : (7 points)
Partie 1 : plan d’expériences

Pour établir un modele du rendement en trichlorométhane, on réalise un plan factoriel d’expériences

complet portant sur deux facteurs X, et X, qui représentent la température et la durée du passage

des gaz dans le réacteur. Ce plan d’expériences est construit selon 1’algorithme de Yates.

On suppose que le rendement y du phénomene est modélisé par une expression de la forme :
y=ay+a X, +a,X;+a, X\ X, +¢

ou ag, ai, az, aj2 sont des réels et € une variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne 0 et

d’écart type o, ou o est unréel > 0.

On attribue les niveaux suivants aux facteurs :

niveau -1 ' 1
durée X 10 minutes 20 minutes
température X, 50°C 100°C

Les quatre expériences réalisées ont donné les résultats suivants :

expérience 1 2 3 4
durée 10 minutes 20 minutes 10 minutes 20 minutes
température 50 °C 50°C 100 °C 100 °C
rendement 0,05 0,10 0,15 0,25

Etablir la matrice compléte des interactions.

Calculer les estimations ponctuelles des effets.

Donner I’expression du modéle.

Interprétation

a) Que représente le coefficient a, par rapport a ces expériences ?

b) En interprétant des effets des deux facteurs, quelles sont les conditions optimales pour la
fabrication du trichlorométhane ?

halb el a e

Partie I : étude statistique

Les valeurs approchées seront arrondies au milliéme le plus proche.

On suppose que |’estimation ponctuelle de a; est 0,038. On considére que 1’effet du facteur X, est
estimé par une variable aléatoire qui suit une loi normale d’écart type o, =0,005. Calculer un

intervalle de confiance de I’effet du facteur X, au seuil de risque 5%.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS CHIMISTE

1. RELATIONS FONCIIONNE.

In(ab)=1na+Inb, cla>0etb>0
expla + b)= expaxexpb

a =e'"% ohg>0

1% =B oyt>0

cos(a + b) = cosacosb —sinasin b
sin(a + b) = sin acosb + cos asin b
cos(2r) = 2cos?t —1=1- 2sin*¢

sin(2¢) = 2sin 7 cost

sinp+sinq=23inp;qcos%q—
sinp-—sinq=25in-ﬂ2_—q-<:os-}l§i
cosp+cosq=2cosp-2"qcos!%q—
cosp-cosq=—2sinp+qsin£-i

2 2
2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL
a) Limites usuelles
3 l'infini

im Infz =460 ;

f3+oo

Im € =+eo ;

t~r+o0

lim e’ =0 ;

fare—— .

Sia>0, lim % =+e0 ; sia<0, lim =0

t—>toe

t—y+o00

omparées a l'infini

t
Sia>0, lim <=+
1—+eo g &
Siz>0, im 2=
t=—3+o00

Formulaire de mathématiques

cos a cosb =%[cos(a+b)+ cos(a—b)]
sinasind = -;—[cos(a—b)-cos(a+b)]
sinacosb = -;-[sin(a+ b)+ sin(a ~ 5) ]
¢! =cost +isint

cmt:%(ei’ +e‘i’)

sint=-2-l-i-(ei’—e’i‘)

e?! = ¢*(cos (B1)+isin(B1)), od a=a + i

C 2 Lorigi
limlng =-oo
1~0

Sia>0, lims®=0; si <0, im * = 400
=0 =0

Sia>0, lim®Int=0.
1—0
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles
J@) 1@ f(@0) 5@
1
Int 1 Arcsint
t =12
e ¢ : 1
o Arctan? —
*(@eR) at 141
sin ¢ cos ¢ e¥ (ae €©) ac™
cos t —sint
tant tan? 12 =1+ tan?¢
cos“t
Qpérations
@+v) =u'+v (vou) = oul’
(ku)’=ku ’
' ) =e'w’
v)=v'v+uv
1 Y __u (lnu) =X 42 valeurs strictement positives
u - u2 U .
.I_l. Y - w'v—uv (la)' =aua—1 u
v vz
c) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur {a, b] : Intégration par parties :
’ b 2 b 2
Lu(t)V(t)dt=[v(t)V(t)]Z- Lu(r) vir) dr
d) Développements limités
2 2
e LI +"l +1"e(t) r—i——+ (-1 +3PH e ()
12 11 31 (2 +1)'
1 2 2 4
=1+ e+ (1P 1" 1) =1-L4 2p
T+1 o cost =1+ 2o+ (1)’ )+t s()
ot 11" » afa—1) ag—lk--(g-n-o-l!
In(l+t)=t——+—+-+=-1]  —+1tc LI g 24 "L
@+1) 23 1y . e() 1+ l+ut+ 2 Tof 2 p " +1"el)

) Equations différentielles

ions Sotutions sur un intervalle I
at)x’ +¢)x=0 7@)= ke~ o1 G est une primitive de £ > a(:
ax”+bx' +ex =0 SiA>0, f()=A¢"" +pe™ ... ol n et r, sontles racines de I'équation caractéristique
|équation caractéristique : |Si =0, f(t)=(Ar+pu)e™ ......... odrestlaracine double de I'équation caractéristique
arl+br+c=0 SiA<0, £(t)=[Acos(B 1)+ usin(Bs)le® ot r, = +if et r, = ~if sont les racines
I de discriminant A complexes conjuguées de I’équation caractéristique.

Formulaire de mathématiques

“2- BTS Chimiste




3. PROBABILITES

2) Loibiomisle P(x =k)=Chpfg"* o Ci 7(—"”17), L EX)=np;  o(X)=1mpa
b) Loi de Poisson
o T4 02 03 04 08 06
P(x =k)=% k'A 0 08187 | 0,7408 | 06703 | o0,6065 | 05488
' 1 01637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03203
E(x)= 4 2 0,016 | 0,0333 | 00536 | 00758 | 0,088
3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 00108
4 0,0000 { 00003 | 0,0007 | 00016 | 0,0030
v(x)=4 5 0,0000 | 00001 | 00002 | o0,0004
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
S| 1 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0368 | 0223 | 0135 | 005 | 0018 | 0007 | 0002 | o061 | o0o0co | 0000 | 0000
1 0368 | 0335 | 0271 | 0149 | 0073 | 0034 | o015 | o006 | 0003 | 0001 | 0.000
2 0184 | 0251 | o271 | 0224 | 0147 | o084 | o045 | 0022 | o011 | o005 | o002
3 0061 | 0126 | 0180 | 0224 | 0195 | o140 | 008 | 0052 | 0029 | 0015 | 0.008
4 0015 | 0047 | 0090 | o168 | 0195 | 0176 | 0134 | o091 | o057 | 0034 | o019
5 0003 | o014 | 0036 | o101 | oase | o176 | o161 | o128 | o092 | o061 | o038
6 0001 | 0004 | 0012 | 0050 | o104 | o146 | o061 | 0149 | 022 | o091 | o063
7 0000 | 0001 | 0003 | 0022 | 0060 | o104 | 0138 | 0149 | o0ad0 | 0117 | 0.090
8 0.000 | 0001 | o008 | 003 | 0065 | 0103 | 013 | o140 | 0132 | 0.113
9 0000 | 0003 | 0013 | o036 | o06s | o101 | o124 | 0132 | o012
10 0001 | ooos | o018 | ooe1-| o071 | 0099 | o119 | o2
1 0000 | 0002 | o008 | 0023 | o045 | 0072 | 0097 | 0114
12 0001 | 0003 | 0011 | 0026 | o048 | 0073 | 0095
13 0000 | 0001 [ 0005 | o014 | 003 | oose | .07
14 0000 | 0002 | 0007 | 0017 | 0032 | o0s2
15 o001 | 0003 | ooo9 | o010 | o035
16 o000 | o001 | ooos | oon | o022
17 0001 | 000z | 0006 | 0013
18 0000 | 0001 | o003 | 0007
19 0.000 0.001 0,004
20 0001 | o002
21 0000 | o001
2 0.000
¢) Loi exponentijelle
Fonction de fiabilité : R(t)=e~™ E(X)= -;: (M.TBF) o(X)= —;:
BTS Chimiste
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d) Loinormale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f x)=

1
——C

Jar

12

T2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE /¥ (0,1)

n¢) =PI <e)= J_;f(x)dx

t 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,500 0 0,504 0 0,508 0 0,5120 0,516 0 0,519 9 0,5239 0,527 9 0,5319 0,5359
0,1 0,539 8 0,5438 | 0,5478 0,5517 055587 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
02 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,614 1
03 0,617 9 0,621 7 0,625 5 09,6293 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,6443 0,648 0 0,651 7
0,4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,680 8 0,684 4 0,6879
0,5 0,691 5 0,6950 0,698 5 0,7019 0,7054 0,708 8 0,7123 0,7157 0,7190 0,722 4
0,6 0,725 7 0,729 0 0,732 4 0,7357 0,738 9 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,761 1 0,764 2 0,7673 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 90,7852
0.8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,8023 08051 0,807 8 08106 0,8133
09 0,8159 0,818 6 0,8212 0,8238 0,8254 0,8289 08315 0,834 0 0,8365 0,838 9
1,0 0,8413 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,853 1 0,8554 0,8577 0,859 9 0,862 1
11 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 08729 0,874 9 0,8770 0,879 0 0,8810 0,883 0
1,2 | 08849 0,886 9 0,888 8 0,8907 0,8925 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,899 7 0,901 5
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 0,909 9 09115 09131 09147 09,9162 091717
1,4 0,9192 0,920 7 0,922 2 0,923 6 0,9251 0,926 5 0,927 9 09292 09306 0,931 9
1,5 0,933 2 0,934 5 09357 0,9370 90,9382 0,939 4 0,940 6 09418 0,9429 0,944 1
1,6 0,945 2 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 09515 0,9525 0,9535 0,954 5
1,7 0,9554 0,956 4 0,957 3 0,958 2 0,9591 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5§ 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 06,9678 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 90,9713 0,971 9 0,972 6 0,9732 0,973 8 0,974 4 09750 09756 0,976 1 0,976 7
2,0 09772 0,9779 09783 09788 0,979 3 09798 0,9803 0,980 8 0,9812 0,9817
2,1 09821 0,982 6 0,983 0 0,983 4 0,983 8 89842 0,984 6 0,9850 0,985 4 0,985 7
2,2 0,986 1 0,986 4 0,986 8 09871 09875 06,9878 0,9881 0,988 4 0,988 7 0,989 0
23 0,989 3 0,9896 0,989 8 0,9901 0,990 4 0,990 6 0,9909 09911 0,9913 0,991 6
2,4 0,991 8 0,992 0 0,9922 0,992 5 0,992 7 09929 0,9931 0,9932 0,993 4 0,993 6
25 | 09938 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,9949 0,995 1 0,9952
2,6 0,995 3 0,995 5 0,995 6 0,9957 08,9959 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5§ 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,9970 09971 0,997 2 0,9973 09974
2,8 0,997 4 0,997 5 0,997 6 0,997 7 0,997 7 09978 0,9979 09979 0,998 0 0,998 1
2,9 0,9981 0,998 2 0,998 2 0,9983 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,9985 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

¢ 30 31 32 33 34 33 __ 36 38 45 |
LEQ 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999968 | 0,999 997
Nota : TI{~t)=1-11(¢)
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Annule et remplace la page 2 du formulaire intégrée au sujet

b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

/() 70 | /@) G
1 ) i
Int - Arcsin? =
t - 12
e e! 1
. Arctant 7
ta (aE B) ata“ 1+t
sin ¢ cos ¢ e” (ae C) ae®
cost —sint
1 2
tant 3= I+tan“¢t
cos“t

Opérations

’

W+v) =u"+v
(ku)'=ku'

(uv)l= Wv+uv

1'__"_
ul} u?

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de f sur [a, b] :

1 b
Z———-—a_J‘af(t) dt

’
’
U . .
(Inz) = —, u avaleurs strictement positives
u

-1 -
(u“) =au®lu

Intégration par parties :

f :’u(,) V) ar= )l - | a”u'(t) o) de

d) Egquations différentielles

Equations

Solutions sur un intervalle 1

alt) X" +b(t) x =0

b(t)

f(B)= ke’G(') ol G est une primitive de ¢ > —=%

alt)

ax" +bxX +ex=0

ar’ +br+c=0

de discriminant A

équation caractéristique :

SiA>0, f{t)=Ae" +ue™ ...
Sida=0, f(t) = (lt + /,t)e” ..... ... ou restlaracine double de 1'équation caractéristique

SiA<0, f(t)=[Acos(B1)+ usin(Be)]e* ot r, = +iB et r, = a—iff sont les racines
complexes conjuguées de I’équation caractéristique.

ol 1 et r, sontles racines de I'équation caractéristique

Formulaire de mathématiques
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