
Mathématiques

éléments de correction du BTS 2005

Elle n’est pas officielle et peut comporter des coquilles.

EXERCICE 1

1) a)g′(t) = (0 + 2 cos t sin t) sin2 t + (1 + cos2 t)2 sin t cos t

= sin t cos t(2 sin2 t + 2 + 2 cos2 t) = 3 sin t cos3 t car cos2 t + sin2 t = 1

b) Sur [0;π] on a : sin t ≥ 0 donc le signe de g′(t) est le signe de cos t. C’est à dire :

sur
[
0;

π

2

]
, g′(t) ≥ 0 donc g est croissante.

sur
[π
2

;π
]
, g′(t) ≤ 0 donc g est décroissante.

2) a)

b)On a : a0 = 2× 1
1

∫ 1
2

0

f(t)dt car f est une fonction paire.

a0 = 2× 1
1

(∫ τ

0

1
2
− τ dt +

∫ 1
2

τ

−τ dt

)
= 2× τ × (

1
2
− τ) + 2× (

1
2
− τ)×−τ = 0

Puis f étant paire, les coefficients bn sont tous nuls

Enfin, ω =
2π

1
= 2π donc pour n ∈ N∗ on a an = 2× 2

1

∫ 1
2

0

f(t) cos 2nπtdt

an = 2× 2
1

(∫ τ

0

(
1
2
− τ

)
× cos 2nπtdt +

∫ 1
2

τ

(−τ)× cos 2nπt dt

)

an = 4

(
(
1
2
− τ)

[
sin 2nπt

2nπ

]τ

0

− τ

[
sin 2nπt

2nπ

] 1
2

τ

)

an =
2

nπ
((

1
2
− τ)(sin 2nπτ − 0)− τ(0− sin 2nπ)) =

1
nπ

sin 2nπτ

Finalement le développement en série de fourier de la fonction f est :

a0 +
∞∑

n=1

an cos nωt + bn sinnωt =
∞∑

n=1

1
nπ

sin 2nπτ cos 2πnt

3)

a) La formule de Parseval donne : E2
h = a2

0 +
1
2

∞∑
n=1

a2
n + b2

n

donc ici : E2
h =

1
2

2∑
n=1

1
n2π2

sin2 2nπτ =
1
2
(
sin2 2πτ

π2
+

sin2 4πτ

4π2
) =

1
2
(
sin2 2πτ

π2
+

4 sin2 2πτ cos2 2πτ

4π2
)

E2
h =

1
2π2

sin2 2πτ
(
1 + cos2 2πτ

)
=

1
2π2

g(2πτ)
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D’après ce qui précède, g(t) atteint un maximum pour t =
π

2
, la valeur E2

h sera maximale pour τ =
1
4

CORRECTION DE L’EXERCICE 2

Partie A

1) a)

On résout l’équation homogène :
1

200
y′(t) + y(t) = 0

D’après le formulaire, les solutions sont les y(t) = Ce−200t

Puis on cherche une solution constante. Si y(t) = cste alors sa dérivée est nulle donc l’équation
différentielle (1) devient : 0 + cste = 146, une solution de l’équation complète est donc y(t) = 146

Finalement toutes les solutions de l’équation complète sont les y(t) = Ce−200t+146 où C est une constante
réelle.

b) Sachant que ω est une solution de (1), on a : ω(t) = Ce−200t + 146 puis sachant que ω(0) = 0 on a :
150 = C + 146 donc C = 4

Finalement, la solution de l’équation différentielle qui satisfait à la condition initiale est

ω(t) = 146 + 4e−200t

2) a)

ω∞ = lim
t7→+∞

ωt = 146 + 0 = 146 donc la différence ω(0)− ω∞ = 150− 146 = 4

b)

∣∣∣∣ω(t)− ω∞
ω∞

∣∣∣∣ = 4e−200t

146

Résolvons
4e−200t

146
≤ 0, 01 on obtient : −200t ≤ `n

1, 46
4

donc t ≥ −1
200

`n
1, 46

4

Le temps de stabilisation est :
−1
200

`n
1, 46

4
≈ 0, 005 s

Partie B

1) a) Dessin

b) La transformée de Laplace de γ est Γ(p) =
K

p
(1− e−τp)

2) On applique la transformation de Laplace aux deux membres de l’égalité
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1
200

pF (p) + F (p) =
K

p
(1− e−τp)

donc F (p) = K
p (1− e−τp)(1 + p

200 )−1 = K 200
p(p+200) (1− e−τp)

3) a)

En multipliant par p et faisant tendre p vers 0, on obtient A = 1
puis en multiplication par p + 200, et en faisant tendre p vers -200, on obtient B = −1

F (p) =
(

1
p
− 1

p + 200

)
K(1− e−τp)

b)

f(t) = K × (U(t)− e−200tU(t)− U(t− τ) + e−200(t−τ)U(t− τ))

car L−1

(
1

p + a

)
= e−atU(t) et L−1(F (p)e−ap) = F (t− a)U(t− a)

Si t ∈ [0, τ [ alors U(t) = 1 et U(t− τ) = 0 donc f(t) = K × (1− e−200t)
Si t ∈ [τ ; +∞[ alors U(t) = 1 et U(t− τ) = 1 donc f(t) = K × (1− e−200t − 1 + e−200(t−τ))

f(t) = K × (−e−200t + e−200t × e200τ ) = K × e−200t(−1 + e200τ ) = K(e200τ − 1)e−200t

c)

Sur l’intervalle t ∈ [0, τ [ on a : f ′(t) = 200Ke−200t ≥ 0 donc la fonction f est croissante sur cet intervalle.
Sur l’intervalle t ∈ [τ,+∞[ on a : f ′(t) = −200K

(
e200τ − 1

)
e−200t ≤ 0 donc la fonction f est décroissante

sur cet intervalle.

Limites
lim

t→+∞
f(t) = 0 et lim

t→0
f(t) = K

d) Dessin
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