BTS - groupement B - 2000

Correction de I'épreuve de Mathématiques

EXERCICE I

1. D suit une loi normale.

suit la loi normale centrée

D —
Si D suit la loi normale N(25,50;0,1) alors la variable T' définie par T =
réduite N0, 1).

Il en résulte que:

p(25,3< D < 25,7) :p( 5
=p(-2<T<2)
=(2) - 7(-2)

= 2r(2) -1

=2x0,9772 -1

d’ott p(25,3 < D < 25,7) = 0,9544 ~ 0,96

25,3255 D —25,5 257—255
< <
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2. a. X suit une loi binomiale.
Soit I’épreuve: on préleve un boulon et on vérifie le diametre de la téte
*on répete 10 fois cette épreuve.
*les épreuves sont indépendantes.
*chaque épreuve a 2 issues : conforme avec p=0,96
ou non conforme avec q=0,04

donc X suit la loi binomiale 5(10; 0, 96).

b. Probabilité d’avoir au plus un boulon non conforme.
On demande donc: p(X > 9). soit:
p(X 29) =p(X =9)+pX =10)
= C7(0,96)" x (0,04)" + C15(0,96) "
d’ott p(X >9)=0,94
3. Test d’hypothese
a. Loi suivie par Y’
D’apreés le cours, on sait que si Y suit la loi normale A'(y, ), alors Y suit la loi normale AN/ (,u, %)
n

Ici, on a p =10, 0 = 0,1 avec n = 100. Donc Y suit la loi normale A/(10;0,01).
b. Calcul de h tel quep(lO—h <Y < 10+h) =0,95

_ v_
Y suit la loi normale N (10;0,01) donc la variable T' définie par T' = 0 suit la loi normale N(0, 1).

)

_ h  —  h
0-h<Y<10+h) =p(-——r <T<
P <Y <10+h) p( 0,01 = —0,01)

=27 L -1
0,01

. h . h
)—1—0,95801tﬂ'(m> —0,975douO 0l

—_

On en déduit que:2mw ( =1,96.

0,01
Donc h = 0,0196 ~ 0,02

Il en résulte que si Hy est vraie, il y a 95% de chances de prélever un échantillon dont la moyenne appartient
a lintervalle: [9,98;10,02]

c. Regle de décision.

3 )

On préléeve un échantillon aléatoire de 100 boulons, et on calcule la moyenne 7 des diametres de leurs pieds.
Si cette moyenne est dans l'intervalle [9, 9810, 02] alors on accepte 'hypotheése Hy, sinon on la refuse.
d. Utilisation du test.

L’échantillon a une moyenne y = 10,03 qui n’appartient pas & Uintervalle [9,98; 10, 02]. On refuse donc Hy
et on considere au seuil de 5%, que les boulons ne sont pas conformes pour le diametre de leur pied.



EXERCICE 11

A — Résolution d’une équation différentielle

1. Résolution de (Ep): v —4y =0

L’équation caractéristique est: r> —4 = 0, qui admet les 2 racines réelles r; = —2. et r5 = 2. On en déduit que
les solutions de (Ey) sont les fonctions y de la forme: y(z) = Ae®** + Be ** olt A et B sont 2 constantes réelles
quelconques

4
2. g(z) = 5:176729” est une solution particuliere de (E)

g(x) = 5:176729” donc
4 4
Jgx) = 56721 + §$(—2672x) .
1 (§
= g(—2x +1)e
" 4 —2x 4 —2x
J'(z) = g(—2)e + g(—2x +1)(—2e %)
16
= g(x D

On vérifie alors que:

16 4
g"(z) —4g(x) = E(x —1e 2" —4x gxefh
16
_ __6—2;E
3

Ce qui prouve que g est bien solution particuliere de (E).

3. Ensemble des solutions de (E).

On obtient la solution générale de (E) en additionnant une solution particuliere de (E) et la solution générale
de (Ey). Les fonctions y solutions de (F) sont donc de la forme:

4
y(x) = gxe_% + Ae** + Be 2 olt A et B sont 2 constantes réelles quelconques

4 4
4. Solution particuliere h telle que: h(0) = 3 et h'(0) = -3
4 4
h(z) = gxefh + Ae* 4+ Be™?* donc h'(x) = g(—2x +1)e7?" 4 24e** — 2Be™ "
4
Il en résulte que: h(0) = A+ B et 1/ (0) = 3T 2A-2B
4 4
A+B= A+B= A=0
Il s’en suit que: 3 4 soit 34 d’on B_ 4
- +2A-2B=—- A—B=—= 3
3 3 3
4
On en déduit que: h(z) = g(x +1)e 2
B - Etude d’une fonction
1. a. Calcul de f'(2)
Comme (1+z)" =1 et (67296)/ = —2e~** on en déduit que:
4 4
fllx) = 3 X 1xe 4 g(x +1)(—2e7%)
4
= _2(2 1 —2x
S22+ 1)e
b. Sens de variation de f.
e~ 2% est toujours strictement positive, —4/3 est toujours strictement négatif, et (2 + 1) est strictement
positif pour z positif. f’(x) est donc toujours négative sur [0, +o0o[ On en déduit que f est décroissante sur
[0, +o0].

2. Limite de fen 400
flx) = é(1 +x)e ™ = éefzx + 221767296 avec lim e ?* =0et lim 2ze ** =0
3 3 3 r— 400 T——+00

On a donc hrf (x) = 0 et par conséquence une asymptote horizontale d’équation y = 0
T—T00



3. a. Développement limité & Pordre 3 au voisinage de 0 de la fonction z — e~ 2%,

2t
On sait que e/ =1+t + — 51 + = 3 + t3(t) avec }inés(t) = 0 done:
-2 —2z)3
e =1-2z+ ( f) + ( 6I) +23e(z)
»  4da? 3 .
=1-2x+ 2z —?—l-:z: e(z) avec hr%a(x) =0

b. Développement limité a I'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f.

4 4 4a3
5(1 +r)e = g(l +x) (1 — 2 + 227 — % + :1035(90))

4 2
=3 (1 -+ §x3) + 2% ()

c. Tangente au point d’abscisse 0.

4
La tangente correspond au développement limité a 'ordre 1 donc: T :y = §(1 —x)
4
La position relative de T et C' est donné par le signe de la différence f(z) — g(l —x)
4 4
Il est immédiat que: f(z) — 5(1 —z) = §x3 + 23e(x)

4
Or pour z >0 on a §x3 > 0, on en déduit que C' est au dessus de T" pour x positif au voisinage de 0.

4. a. Calculde I = / f(x)dx

/ f(z /3(1—1—90) 2 dy

U'=1

U=1+z } alors e 2=
v

osons _
p VI —e 2z

On en déduit que

soit I =1—3e%~0,99
I représente, en unité d’aire, l'aire de la portion de plan comprise entre la courbe C, I'axe des abscisses et
les droites d’équation x = 0 et x = 3.

b. Calcul de lim (—gt — 1> e 2t
t——+o00 3

2 2 2
On a (—gt — 1) e = —gtefm + 567%

2
lim —Zte 2 =0 9
ftee 32 — lim (—gt - 1> e 2t =0

lim —=e 2t =0 fteo
t——+oo

c. Calculde J = lim A(t)

t——+o0

_/0 f(@)de  done A(t) = <—§t—1) e 41,

. . 2 ot . . -
On sait que tilgloo <—§t — 1> e " =0, il en résulte que J = tEIJPoo A(t) =1

d. Calcul de J — I et interprétation graphique.
Onal=1-3e%~0,99¢etJ=1doncJ—1I=3e°%~0,007
Il est alors immédiat que 0 < J — I < 1072,

J — I représente laire de la partie ouverte du plan comprise entre la courbe C', 'axe des abscisses et située
a droite de la droite verticale d’équation = = 3.



