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Session 2013

BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

SOUS EPREUVE : MATHEMATIQUES

GROUPEMENT D

Durée: 2 heures

Spécialité Coefficient
Analyses de biologie médicale 1
Bio analyses et controles 2
Biotechnologie 15
Hygiéne-propreté-environnement 2
Industries plastiques-europlastic-a référentiel commun européer 15
Métiers de I'eau 1,5
Peintures, encres et adhésifs 2
Qualité dans les industries alimentaires et les bio-industries 2

La clarté{des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront pour une part
importante dans I'appréciation des copies.

L’'usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématiques est autorisé. Le
formulaire de mathématiques est joint au sujet.

La calculatrice (conforme a la circulaire n°99-186 du 16-11-99) est autorisée.

Une feuille de papier millimétré est fournie avec le sujet.

Ce sujet comporte 5 pages (y compris celle-ci)
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EXERCICE 1 (10 points)

Les bordures d’autoroute possedent parfois des bassins de décantation dont le réle est de recueillir
les eaux pluviales ruisselant sur I'asphalte et les éléments polluants qu’elles peuvent drainer.

A la suite d’un accident de la circulation, un camion-citerne déverse une partie de son contenu sur la
chaussée d’une autoroute. La réglementation en vigueur impose lisolation, par fermeture de
vannes, du bassin de décantation proche de I'accident de fagon a ce que la concentration en matiere:
polluantes dans le bassin ne dépasse pag/l5 Cette concentration est de Ll au moment. ol
lesmatiéres polluantes provenant du camion-citerne commencent a se déverser dans le bassin.

Dans cet exercice, on cherche a prévoir au bout de combien de temps la concentration en
matieres polluantes dans le bassin atteindra 1ng/L si on n’isole pas le bassin-et a quel
moment les capteurs installés dans le bassin déclencheront la fermeture des vannes.

On mesure en minute le temipécoulé a partir de I'instant ou les matieres,polluantes provenant du
camion-citerne commencent a se déverser dans le bassin de décantation.

On admet que, tant que le bassin n’est pas isolé par fermeture-des vannes, la concentration a
l'instant ten matieres polluantes dans le bassin, exprimég/eénpeut €tre modélisée phft) , ouf

ed solution de I'équation différentielle (E)y' + 003/ = 0,75. On adoncf (G 13

Les parties A et B peuvent étre traitées de-facon indépendante.

A. Résolution sur l'intervalle [0 ; +oo[ de I'équation différentielle (E) :y'+ 003/ = 0,75

1. On considére I'équation différentielledlE y' + 003y=0, ouy est une fonction de la variakle
définie et dérivable sur l'intervalle [0 pef, et-y la fonction dérivée de la fonctign
Déterminer les solutions de I'équation differentiellg) (&ur I'intervalle [0 ; +of .

2. Soit gla fonction définie sur l'intervalle [O ;»¢[ par g(t) =a, ou aest une constante réelle.
Déterminera pour que la fonctiog seit une solution particuliere de I'équation différentielle (E).

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Démontrer que la solutidirde I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale
f (0)=13 est la fonction définie sur l'intervalle [0 poq par : f ( = 25 237e 003t

B. Etude de lafonctionf

f est définie sur l'intervalle [0 ;¢ [ par : f ( F 25 237e 003t

On note Csa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal.
1..Déterminer la limite de la fonctiorgtiandt tend vers+ .

2. On désigne paif' la fonction dérivée de la fonctidn
a) Calculer f' { your toutt de l'intervalle [0 ; +ol.

b) Expliquer le signe dd' t (pour toutt de l'intervalle [0 ; +o].

3. Dresser le tableau de variations complet de la fonétion
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4.a) Recopier et compléter le tableau de valeurs ci-dessous. Arrondir les résultats au dixieme.

t 0 10 20 30 40 50 60

f(t) 1,3

b) Tracer la courb€ sur la feuille de papier millimétré jointe au suget visualiser cette courbe
su I'écran de la calculatrice et indiquer sur la copie les caractéristiques de la fenétre utilisée
(valeurs de X min, X max, Y min et Y max et des « pas ») et I'allure de la courbe obtenue.

C. Traitement de la problématique

On rappelle qué t(rpodélise la concentration (exprimée gg'L) en matiéres polluantes’dans le
bassin a l'instant {exprimé en minute) tant que le bassin n’est pas isolé par fermeture des vannes.

1. Si le bassin n’était pas equipé d’'un dispositif d’'isolation par fermeture de vannes, quelle serait la
valeur autour de laquelle se stabiliserait la concentration en matiéres polluantes ? Justifier.

2. A l'aide de la courb& obtenue a la questid® 4 b), sur papier millimétré ogur écran de la
cdculatrice, déterminer graphiqguement une valeur approchée a l'unité du tgfaepgrime en

minute) au bout duquel la concentration en matieres polluantes dans le bassin atteindraisiL5
le bassin n’était pas isolé par fermeture de vannes. Expliquerla démarche.

3. La concentration en matiéres polluantes dans le bassin’est relevée par un capteur dont les mesure
sont [égerement instables.

Pour prendre en compte cette instabilité, on met en place un dispositif associant la fermeture des
vannes a l'instartt(t = 2) a la valeur moyenne de la concentration en matiéres polluantes mesurée

par le capteur entre les instants etx.

La fermeture des vannes est déclenchée lorsque cette valeur moyenn4jigint.

La valeur moyenne de la concentration (expriméagfh) en matiéres polluantes entre les instants
t-2 ett est modélisée pan(t) =% [t =%(F (t)-F (t-2)), ol F est une primitive de la
fonction £

a) Donner une primitive'F, de la fonctidésur l'intervalle [0 ; o [ .
b) CalculerV { etverifier que V ¢ )= 25+ Ae 003t qvec A= - 244

c) Résoudre léquation :25 2446 °%% =14. Donner une valeur approchée au dixiéme de la
solution T.de cette équation.

d) Quereprésente T dans le contexte de I'exercice ?
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EXERCICE 2 (10 points)

Une coopérative est spécialisée dans la récolte de la fleur de sel.

Elle utilise une machine automatique pour remplir des sachets de fleur de sel dont la masse
théorique doit étre de 250 grammes.

Un sachet est dit conforme si sa massexprimée en gramme, vérifi240< m< 260.

Les probabilités demandées dans cet exercice peuvent étre calculées en utilisant le formulaire
joint au sujet ou la calculatrice. Quelle que soit I'option retenue on fera figurer sur-la copie
guelques étapes de la démarche suivie.

Les résultats des calculs de probabilités seront arrondis au millieme.
Les parties A, B et C de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Loi normale

L’étude statistique de la production permet d’admettre que la variable aldatgiremesure, en
gramme, la masse d’un sachet suit une loi normale de moyenrr50 et d’écart typeo = 53

1. On choisit au hasard un sachet dans la production.
Cdculer la probabilité que le sachet soit conforme.

2. a)CalculerP M = 245.

b) Un gros client exigeant souhaite qu’au-moins‘trois quarts des sachets qu'il achéte aient une
masse supérieure a 245 grammes. Sera-t-il 'satisfait ? Justifier.

B. Loi binomiale et loi de Poisson

On considere dans cette partie que la probabilité qu’un sachet ne soit pas conforme est :

p = 006
La coopérative constitue des-lots de 50 sachets pour la vente et étudie le nombre de sachets nor
conformes contenus dans.un lot.

La production de la~coopérative est suffisamment importante pour que I'on puisse assimiler la
constitution d’un let-a un tirage au hasard et avec remise de 50 sachets.

On noteX la variable aléatoire qui associe a chaque lot de 50 sachets le nombre de sachets non
conformes de ce lot.

1. Justifier que la variable aléatoiresXit une loi binomiale et préciser ses paramétres.

2. Que représente la probabilig X € dBns le contexte de I'exercice? CalcleX £ . 1)

3. On approche la loi de probabilité Hepar une loi de Poisson.
a) Justifier que cette loi de Poisson a pour paramétre . 3

b) On note Yune variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de pararhetre 3
En utilisant la variable aléatoirg, estimer la probabilité qu’il y ait au plus cinq sachets non
conformes dans un lot de 50 sachets.
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C. Test d’hypothese

Apres la révision annuelle de la machine utilisée pour remplir les sachets de fleur de sel, le
responsable qualité de la coopérative veut contréler la valeur de la masse nmayerpemée en
gramme) d’'un sachet de fleur de sel.

Il construit pour cela un test d’hypothése bilatéral au seuil de signification de 5%.

L’hypothese nulle blest : m= 250.

L’hypothese alternative +est :m# 250

On note M la variable aléatoire qui, & chaque échantillon aléatoire de 50 sachets prélevés dans la
production de la coopérative, associe la masse moyenne (en gramme) d’'un sachet de I'échantillon.
La production est suffisamment importante pour qu’on puisse assimiler la'<constitution d’un
échantillon a un tirage au hasard et avec remise de 50 sachets.

On suppose que la variable aléatdife suit une loi normale de moyenneet d’écart typeﬁ.

50

1. Sous I'hypothese nulle idéterminer le nombre réel postitel que
P(250-a<M < 250+a)= 095.
Arrondir au centiéme.

2. Enoncer la régle de décision du test.

3. On préléve au hasard 50 sachets dans la production:
Les masses en gramme de ces sachets se répartissent de la fagon suivante :

Masse en | [236;240[ | [240;244[| [244;248[| [248;252[| [252;256]| [256;260[ | [260;264|
gramme

Nombre de 5 6 9 13 8 7 2
sachets

a) En utilisant les centres des intervalles, calculer une valeur approchée de la masse moyenne
d’un sachet de cet.échantillon.

b) Quelle va étre-larconclusion du responsable qualité ?
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS : groupement D

ANALYSES DE BIOLOGIE MEDICALE
BIO ANALYSES ET CONTROLES
BIOTECHNOLOGIE
HYGIENE-PROPRETE-ENVIRONNEMENT

INDUSTRIES PLASTIQUES - EUROPLASTIC-
A REFERENTIEL COMMUN EUROPEEN

METIERS DE L’EAU
" PEINTURES, ENCRES ET ADHESIFS

QUALITE DANS LES INDUSTRIES ALIMENTAIRES
ET LES BIO-INDUSTRIES
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab) =Ina+Ind, oa>0etb>0 e =cost +isin{

exp(a+b) =expaxexpb V(s it
cos(=5-(c +e )

H thha
:en

a ,ona>0

: 1 (ir —ir)
ta:ea]n",oﬁtbv() - smt—Ec e
cos(a+ &) =cosacosh —sinasink . . .
(a+8) e =c® (cos(B N +isin(Br)), ova=a+if
sin{a +b) =sinacosbh +cosasinbd
2 2
cos(2) =2cos"t—-1=1-2sin" ¢

sin (2¢) = 2sint cos?

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a} Limites usuelles

Comportement g l'infinj Comportement a l'origine

lim Int =+ ; lim Int = —oo
{—3+oo =0

lim ¢ =+e0 ; Sia>0, lim*=0; sia<0, im¢¥ =+eo
{— oo t—0 f—0

. I _ . ) ,
Jim ¢t =0; Sia>0, limt*Int=0.

—0
Sia>0, lim T =+e) sia<0, lim t*=0
[ teo {—+oo

Croissances compareées g linfini

f
. . €
Sia>0, lim\—=+e
abea ¢ &
. . Int
Siae=0, lIm —=10
t— oo &
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b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles

S /(@ S S0
1 1
In¢ - Arcsint
t vi-1*
ef e’ 1
| Arctant z
« (e R) o ®~ 1+¢
sin ¢ cos ! e (ae ©) ae®™
cos ¢t —~sint?
tan ¢ —=1+tan’
cos” ¢
Opérations
(u+v) =u'+v (vou), =(v'0u)u’
ku '=ku' ,
{ ) Dy
) =w'v+uv
( | ]' o (In u)) =2 wa'veleurs strictement positives
~ ==X u
2
u u
; a '_ a=1_
u _Wv—uv (u )—au "
v - vz
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b) : Iniégration par parties :
& b
LJ F{6)ar Ju(!) V() d = [ulev(e)]2 J ) v(e) de
b—ada a
d) Développements limités
p n 3 5 2ptl
RS TULAL A +-t-——+: e(t) sint=— 4L )P ’__+,2p+15(,)
12 il 31 5l 2p+1)!
1 2 non tz 14 er
— =1ttt e (=T 1T 2 S LI A Zp
171 ( )n () cost =1 2!+4!+ +( ])P( )+t E(!)
23 11 afa-1) 2, ala-1)-fa=n+1) ,
ln(1+t)—t——2-+?+ )i +t " (1) (l”)a_H—ﬁH - 2" 41" (1)
! i H:

¢) Equations différentielles

Equatioris

Solutions sur un intervalle I

ale)x'+ b{t)x =

7)= ke=60)

bl)

ou G est une primitive de £ > —+%
alt)

ax" + b +ex =0

équation caractéristique :
2

ar“+br+ec=9

de discriminant 4

Sia>0, f{t)=2e" + e
Sia=0, f{t)={At+pu)e”
Sia<o, f(t)= A cos(ﬁ:‘)+,uusin(ﬁ:)]e"'Ir ol

ol 7, et , sont les racines de 1'équation caractéristique

ol r est la racine double de 1’équation caractéristique

=a+if et =0~
complexes conjuguées de ’équation caractéristique.

iff sont les racines
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3. PROBABILITES

n!

a) Loibinomiale P{X = k)= Cﬁpkq"“k ol Cﬁ = m s E(X)=np ; o{x)= J;;g—
b) Loi de Poisson
P 0,2 0,3 0,4 0.5 0.6
-4 gk
PX = k)= e . 0 0,8187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488
’ 1 0,637 | 02222 | 0,2681 | 03033 | 0,3293
2 0,0164 | 0,0333 | 0,0536 | 0,0758 | 0,0988
E(X)=21
3 09,0011 | 0,0033 | 0,0072 | 0,6126 | 90,0198
4 0,0000 | 0,0003 | 0,0007 | 0,0016' ) 0,0030
V(X ) = 5 0,0000 0,0001 0,0002 0,0004
- 6 0,0000. | “0,0000 | 0,0000
| 15. 2 3 4 5 6 7 $ 9 10
0 0.368 0.223 0.135 0,050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0,089 0.052 04029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0,101 0.156 0176 0,161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0,149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0,001 0.003 0.022 0.060 0.104 0,138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0,001 0.005 0018 0.041 0.071 0,099 0.119 0.125
1 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0,011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0,003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0,001 0.002 0.006 0.013
18 0.000 0.001 0.003 0.007
1% 0.000 0.001 0.004
0 0.001 0.002
21 0.000 0.001
22 0.000
¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R{t)= e~ E(X)= % (M.T.B.F) a{x)= %
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d) Loi normale

La lot normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f (x) = Jl—-
ir

e 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE #(0,1)

() =P(T <1)= J'_'mf(x)dx

11(2)
0
i 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 | 0,5000 0,504 ¢ 0,508 0 0,512 0 0,516 0 0,519 9 0,523 9 04,5279 0,5319 04,5359
0,1 | 05398 0,543 8 0,547 8 0,551 7 0,5557 0,55% 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
0,2 | 0,5793 0,5832 0,587 1 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,6103 0,614 1
03 | 06179 0,6217 0,625 5 0,629 3 0,6331 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,6480 0,651 7
0,4 | 0,6554 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,680 8 0,684 4 0,687 &
0,5 [ 0,6915 0,695 0 0,698 5 0,7019 0,705 4 0,708 8 0,7123 0,715 7 0,719 0 0,722 4
06 [ 0,7257 0,729 0 0,732 4 0,735 7 0,738 9 0,7422 0,745 4 0,748°6 0,7517 0,754 9
6,7 | 07580 0,7611 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,7852
0,8 | 0,7881 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,8023 0,8051 0,807 8 0,810 6 0,813 3
09 [ 08159 0,818 6 08212 0,823 8 0,825 4 0,3289 0,831,5 0,834 0 0,836 5 0,8389
1,0 [ 08413 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,8531 0,855 4 0,8577 0,859 9 0,862 1
1,1 | 08643 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0,872 9 0,874.9 0,877 ¢ 0,8790 0,8810 0,883 0
1,2 | 0,884¢ 0,886 9 0,888 8 0,890 7 0,892 5 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,899 7 09015
1,3 | 09032 0,904 9 0,906 6 0,9082 0,9099 0,9115 09131 0,914 7 0,916 2 09177
1,4 | 0,9192 0,920 7 09222 0,923 6 0,9251 0,926'5 0,9279 09292 0,930 ¢ 0,931%
1,5 | 09332 09345 09357 0,9370 0,938 2 0,939 4 0,940 6 09418 0,942 9 0,944 1
1,6 | 09452 0,946 3 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 0,951 5 0,952 5 0,953 5 0,954 5
1,7 | 09554 09564 0,9573 0,958 2 0,959 1 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 | 09641 0,964 9 0,965 6 0,9664 0,967 1 0,967 8 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 [ 09713 0,971 9 0,972.6 09732 09738 0,974 4 0,975 0 0,9756 09761 09767
2,0 | 0,9772 0,977 9 0,9783 0,978 8 0,9793 0,9798 0,980 3 0,980 8 0,9812 09817
2,1 | 09821 0,982°6 0,9830 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,98540 0,9854 0,985 7
2,2 | 0,9861 0,986 4 0,986 8 0,9871 0,987 5 09878 09881 0,988 4 0,988 7 0,989 0
2,3 | 0,9893 0,989 6 0,989 8 0,9%01 [ 0,9904 0,990 6 0,990 9 0,9911 0,991 3 0,991 6
2,4 | 09918 0,992 0 0,9922 0,992 5 0,992 7 09929 0,993 1 09932 0,993 4 0,993 6
2,5 (L 0,993 8 0,994 0 09941 0,994 3 0,9%4 5 0,9%4 6 0,994 8 0,994 9 0,9951 0,9952
2,6} ©,9953 0,995 5 0,9956 0,995 7 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 | 0,995 0,996 6 0,9967 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,9971 0,9972 0,9973 0,997 4
2,8 | 0,9974 0,997 5 0,957 6 0,997 7 0,9977 0,997 8 0,997 9 0,987 9 0,998 0 0,998 1
2,9 | 09981 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

‘ 30 32 33 34 - 3,5 3,6 3,8 4,0 4,5

(5 0,998 65 0,999 04 0,999 31 (,999 52 0,999 66 0,99976 | 0,999 841 | 0,999 928 | 0,999968 | 0,9%9997

Nota : TI(~)=1-TI()
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