®0

SERVICES CULTURE EDITIONS
RESSOURCES POUR
L'EDUCATION NATIONALE

Ce document a été numérisé par le CRDP de Bordeaux pour la
Base Nationale des Sujets d’Examens de I’enseignement professionnel.

Campagne 2012

Ce fichier numérique ne peut étre reproduit, représenté, adapté ou traduit sans autorisation.



Session 2012

BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

SOUS EPREUVE : MATHEMATIQUES

GROUPEMENT D

Durée : 2 heures

Spécialité Coefficient
Analyses de biologie médicale 1
Bio analyses et contrdles 2
Biotechnologie 1,5
Hygiéne-propreté-environnement 2
Industries plastiques - europlastic - a référentiel commun européen 1,5
Meétiers de 1’eau 1,5
Peintures, encres et adhésifs 2
Qualité-dans les industries alimentaires et les bio-industries 2

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront pour une part
importante dans I’appréciation des copies.

L’usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématiques est
autorisé.

Le formulaire de mathématiques est joint au sujet.
Une feuille de papier millimétrée est fournie.

Ce sujet comporte 4 pages (y compris celle-ci).

MATHEMATIQUES GROUPEMENT D Session 2012

Mathématiques | Code : MATGRD12 Page : 1/4




EXERCICE 1 (11 points)

Cet exercice propose I’¢tude de la contamination accidentelle d’un cours d’eau par un
polluant.

La partie B est consacrée a I’étude d’une fonction qui permet d’exprimer, dans la partie C, la
concentration de polluant dans I’eau en fonction du temps.

Les deux premiéres parties de ’exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
A. Résolution d’une équation différentielle

On considére 1’équation différentielle (E) : y'+0,25y=3¢"",
ou y est une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur I’intervalle[0;+ o[ , et )’
la fonction dérivée de la fonction y.

1. Déterminer les solutions sur I’intervalle [0;+ oo[ de I’équation différentielle (Ey) :
¥ +0,25y=0

2. Soit 4 la fonction définie sur I’intervalle [0;+ oo par : A(f)=—4e ',
Démontrer que 4 est une solution particuliere de I’équation différentielle (E).

3. En déduire I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f* de I’équation différentielle (£) qui vérifie la condition initiale :

£(0)=75

B. Etude d’une fonction et calcul intégral

Soit f la fonction définie sur I'intervallé[0;+ o[ par: f(£)=79¢™ 2> —4¢7".

On désigne par C la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal (O;7; 7).
Sur I’axe des x ’unité est : 0,5 cm. Sur ’axe des y I’unité est : 0,25 cm.

1. Déterminer la-limite de la fonction f en +oo. Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

2. a) Démontrer que pour tout ¢ appartenant a I’intervalle [0;+ oo :
f(=e"P(=19,75+4e” 7"
b),Justifier que pour tout # appartenant a I’intervalle [0;+co[: —19,75+4¢" 0.75t <.

¢) En déduire le signe de f’(¢) et le sens de variation de la fonction f'sur ’intervalle
[05+oo.

3. a) Compléter, apres I’avoir reproduit sur la copie, le tableau de valeurs suivant dans lequel
les valeurs de f(¢) seront arrondies au dixiéme.

t 0 5 10 15 20 25
f(@) 22,6 1,9 0,5

b) Construire la courbe C sur une feuille de papier millimétré.
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4. a) Démontrer que la valeur moyenne de la fonction f sur I’intervalle [0, 20] est :
v, =2i0(—316e‘5 +4e7204312)

b) Donner la valeur approchée de V), arrondie au dixiéme.

C. Exploitation des résultats de la partie B
On admet que, ¢ semaines apres la contamination, la concentration de polluant dans 1’eau,

exprimée en milligramme par litre, est 3 f(t),ou festlafonction étudi¢e dans la partie B.

1. La baignade est sans danger lorsque la concentration de polluant dans I’eau est inférieure
ou égale a 2,5 milligrammes par litre. En utilisant la courbe C construite au.3° b) de la partie
B, déterminer au bout de combien de semaines la baignade peut étre autorisée.

Laisser apparents les traits utiles sur le graphique.

2. Quelle est la valeur moyenne, au cours des 20 semaines suivant la contamination, de la
concentration de polluant dans ’eau ?

EXERCICE 2 (9 points)

Toutes les parties de cet exercice peuvent étretraitées de facon indépendante.
A. Probabilités conditionnelles

On rappelle que la probabilité.qu’un événement E se réalise sachant qu’un événement F (de
s . 1.\ .. P(ENF

probabilité non nulle) est réalisé se note P, (E) et veérifie : P.(E)= (H—F))

A la suite d’une campagne de vaccination lancée par 1’Organisation Mondiale de la Santé

(OMS) pour lutter contre une pandémie, on estime que, dans une population donnée, il ne

reste plus que.1% de personnes non vaccinées.

D’apres une étude, on estime également que 95% des personnes vaccinées sont immunisées

contre le(virus de la pandémie et que 20% des personnes non vaccinées sont naturellement

immunisées contre ce virus.

On.choisit au hasard une personne dans la population concernée.
On note 4 I’événement : « la personne choisie est vaccinée »,
et B I’événement : « la personne choisie est immunisée contre le virus ».

1. Montrer que la probabilité que la personne choisie soit immunisée contre le virus est égale a
0,9425.

2. Calculer la probabilité que la personne choisie ait été¢ vaccinée sachant qu’elle est immunisée
contre le virus. Arrondir au millieéme.
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B. Loi binomiale et approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

On admet que 1% des personnes d’une population donnée n’a pas été vaccing.

On préleve au hasard 400 personnes de cette population. L’effectif de la population est assez
important pour que ’on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de 400
personnes.

On considere la variable aléatoire X qui, a tout prélévement de 400 personnes, associe le
nombre de personnes de ce prélévement n’ayant pas été vaccinées.

1. Justifier que la variable X suit une loi binomiale et préciser les paramétres de cette loi.

2. Calculer la probabilit¢ qu’un prélevement de 400 personnes contienne au“plus une
personne non vaccinée. Arrondir au milliéme.

3. On admet que la loi de X peut étre approchée par une loi de Poisson.
a) Déterminer le paramétre A de cette loi de Poisson.

b) On désigne par X; une variable aléatoire suivant la loi dePoisson de paramétre A, ou A a
la valeur obtenue au a).
Calculer une valeur approchée de P(X, > 5) arrondie au millieme.

Interpréter le résultat obtenu dans le contexte de I’exercice.

C. Approximation d’une loi binomiale par une loinormale

On estime que 20% des personnes non wvaccinées-sont naturellement immunisées contre le
virus.

Parmi les personnes non vaccinées;on préleve au hasard 200 personnes.

On considere la variable aléatoire” ¥ qui,(a tout prélévement de 200 personnes parmi les
personnes non vaccinées, associe le nombre de personnes de ce prélévement qui ne sont pas
immunisées contre le virus.

On admet que Y suit la‘loi binomiale de paramétres 200 et 0,8.

1. On considére que.la loi suivie par Y peut étre approchée par une loi normale.
Montrer que les parametres de cette loi normale sont :
m =160 et o = 5,66 (valeur de o arrondie au centieme).

2. On;designe par Y, une variable aléatoire suivant la loi normale de parametres m =160 et
0.=5,66.

On souhaite calculer la probabilité qu’il y ait, dans un prélévement de 200 personnes, entre
155 et 165 personnes non immunisées contre le virus en utilisant la loi de Y, et en tenant
compte de la correction de continuité.

Pour cela, calculer une valeur approchée de P(154,5 < Y, <165,5) arrondie au centieme.
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS : groupement D

ANALYSES DE BIOLOGIE MEDICALE
BIO ANALYSES ET CONTROLES
BIOTECHNOLOGIE
HYGIENE-PROPRETE-ENVIRONNEMENT

INDUSTRIES PLASTIQUES — EUROPLASTIC-
A REFERENTIEL COMMUN EUROPEEN

METIERS DE L’EAU
" PEINTURES, ENCRES ET ADHESIFS

QUALITE DANS LES INDUSTRIES ALIMENTAIRES
ET LES BIO-INDUSTRIES
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In{ab) =lna+Inb, oa>0etdh>0 el = cost +isint

expla+b) =expaxexpbh : .
prat P P cost = —;—(e“ +e—”')

arze”na,oila>0
: 1 (ir —ir)
!,a:ealm’m-”>0 . smr—Ee -8
cos{a+b) =cosacosb—-sinasinb .€ . . .
(a+6) e =e® (cos (B +isin(B 1), ona=a+if

sin(a+b)=sinacosb +cosasinb
cos (2f) = 2cos?t—1=1-2sin?¢

sin (2¢) = 2sintf cos!

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement g l'infini Comportement a l'origine

lim int =+ ; lim Int = —oo
{400 =0

lim ¢ = +e ; Sio>0, lim®*=0; si <0, Hm 1% = +eo
t—ytoo t—0 10

. ! . ) )
im0 =0; Sia>0, limr*Inr=0.

t—0
Sia=0, lim % =+e 3 v si<0, lim t*=0
f—teo t—r+eo

Croissances comparées a l'infini

o
Sia>0, lim“—=+0
{~dFoe p &
. . In¢
Stae>0, lim —=0
i—y+oo g%
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b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles

S 5o S f'®
1 1
Int - Arcsint
t 1-¢2
e e 1
| Arctant
Z (e R) at™ 1+¢
sin ¢ cos ¢ e (ae ©) ac®
cost —sin¢
tant 5= I+tan?¢
cos“ ¢

Opérations
{u +v)’: u' v
(ku)'z ku

(uv)’: Wy ruy

¢) Calcul intégral

Valeur moyenne de fsur [a, b] :

&
L") e
b—ata
d) Développements Yimités
¢ !2 L
el =l4—+—+- +———+r £ (t)
21

1 2 n n
—— =1+t R Gl VAT A o 4 !
e (O )

3

2 #
4 )==d e e ()
2. 3 n

¢) Equations-différentielles

W . ;.
(Inu) =-—, 44 yaleurs strictement positives
u

al’ e—1 .
Ry

Intégration par parties :

Iu(t) V() dr = (o))} j W) vl e

sint=t e A e
TRETRAET (p+1)!
cost:]—ﬁ+f—+ +(-1)pt—-+12pe(l)
2t 41 2p)

(1+r)"=1+—loﬁ'r+————(02t'l)r o +—_a(o: 1) l(a "+l)r” +t"et)
. ni

Equations

Solutions sur un intervalle 1

alt}x' +b()x =0

£lt)=ke~G0) oit G est une primitive de £ > —<

bl1)
alf)

ax"+bx +cx =0

£quation caractéristique :
2

ar“+br+c=0

de discriminant A

Sia>0, f{t)= A" + pe™
Sia=0, f{t)=(+p)e”
SiAa<0, f{t)={Acos(B1)+ psin(B)e®" ob A

ol 4 et r, sont les racines de ’équation caractéristique

ol » est la racine double de I’équation caractéristique

complexes conjugudes de ’équation caractéristique.

o —if3 sont les racines
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3. PROBABILITES

a) Loi binomiale P(X = k)= Cﬁpkqn_k ou Cﬁ = k—l(;:ik—)l ; E(X) =np ; o(x)= m
b) Lot de Poisson
PR 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
-4 ;{k
P(X — k)= ¢ ; [ 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488
k' 1 01637 { 0,2222 | 0,2681 | 03033 | 0,3293
2 0,0164 0,0333 0,0536 0,0758 0,0988
E(X)=2
3 0,0011 0,0033 0,0072 0,0126 0,0198
4 0,0000 0,0003 0,0007 0,0016 0,0030
V(x)=2 5 0,0000 | o,0001°( 00082 | 00004
V 6 0,0000 0,0000 0,0000
] 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.090
2 0.184 0.251 0271 0.224 0.147 6.084 0.045 0.022 0.011 0,005 0.002
3 0,061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.050 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0:161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003‘ 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0:065 0.103 0.130 0.140 132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.06% 0.101 0.124 0.132 0,125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
i1 0.000 0.002 G¢.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.011 0.026 0.043 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 6.032 0,052
15 0.001 8.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0.000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
‘20 0.001 0.002
21 0.040 0.001
22 0.000
¢} Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R(t)=e~ E(X)= % (M.T.B.E) o{x)= %
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d) Loi normale

e 2

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : (x) = Jl—
n

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE A (0,1)

n@=rrs)={" sx)dx o

_ 0 ¢

! 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,05 0,07 0,08 0,09
09 | os000 | 05040 | 05080 | 05120 | 05160 | 05199 | 05239 | 05279 | 05319 | 05350
0f | 05398 | 0,5438 § 0,5478 | 0,5517 | 05557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 05714 |-0,5753
02 | 05793 | 06,5832 | 05871 | 0,590 | 05948 | 05987 | 06026 | 06064 | 0,6203°{-0,6141
03 | 06179 | 06217 | 06255 | 0,6293 | 06331 | 0,6368 | 06406 | 06443 | 06480-] 0,6517
0,4 | 0,6554 | 06591 | 06628 | 0,6664 | 06700 | 06736 | 06772 | 0680806844 | 0,6879
0,5 | 06915 | 0,6950 | 06985 | 07019 | 07054 | 07088 | e7123 [ o5 o190 | 07224
06 | 07257 | 07200 | 0,7324 | 07357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 077486 | 07517 | 90,7549
07 | 07580 | 07611 | 07642 | 07673 | 0,7704 | 0,7734 | o0,7764.| 0794 | 07823 | 07852
0.8 | 07881 | ¢,7910 | 07939 | 07967 | 07995 | 08023 | 03050 0,8078 | 08106 | 08133
0,9 | 08159 | 08186 | 08212 | 08238 | 08254 | 08289 | 08305 | 08340 | 08365 | 08389

1,0 0,841 3 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,8531 0,855 4 0,857 7 0,855 9 0,862 1
1,1 0,864 3 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0,872 9 0,874 9 0,877 1 0,879 0 0,881 0 0,383 0
1,2 0,834 9 0,886 9 0,888 8 0,890 7 0,892 5 0,894 4 0,896 2 0,898 0 0,899 7 0,901 5
1,3 0,903 2 0,904 9 0,906 6 0,908 2 £,909 9 06,9115 0,913 1 0,914 7 0,916 2 0,9177
1,4 | 09192 0,920 7 09222 0,923 6 0,9251 0,926 5 0,927 9 0,9292 0,930 6 0,9319
L5 | 09332 0,934 5 0,935 7 0,9370 0,938 2 0,939 4 0,940 6 0,941 8 0,9429 0,944 1
1,6 | 09452 0,%9463 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 0,951 5 0,952 5 09535 09545
1,7 0,955 4 0,956 4 40,9573 4,958 2 01,9591 0,959 9 0,960 8 0,961 6 0,962 5 0,963 3
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 0,967 1 0,9678 0,968 6 0,969 3 0,969 9 0,970 6
1,9 | 09713 4,971 9 0,9726 09732 0,973 8 0,974 4 0,975¢0 0,975 6 09761 0,976 7

2,0 | 09772 0,977.9 4,978 3 0,978 8 10,9793 0,579 8 0,980 3 0,980 8 0,9812 0,981 7
2,1 0,982 1 0,982 6 0,983 0 4,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,9850 0,985 4 0,985 7
2,2 | 09861 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 09878 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
2,3 0,989 3 0,989 6 0,989 8 09901 | 09904 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,9913 0,991 6
2,4 0,991 8 0,992 0 0,952 2 09925 0,992 7 0,992 9 0,993 1 099312 0,993 4 0,993 6
2,5 0,993 8 0,994 ¢ 0,994 1 0,9943 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 06,9951 0,9952
2,60 09953 0,995 5 0,995 6 0,995 7 0,995 9 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
277} 09965 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,997 2 0,997 3 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 0,957 6 09977 04,9977 0,997 8 0,997 9 0,9979 0,9980 [ 0,9981
2,9 0,998 1 0,998 2 0,9982 0,998 3 0,998 4 0,598 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 ¢

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢/

‘ 3,0 ) 3,1 3,2 33 34 - 3,5 3,6 38 4,0 45
(0] 0,998 65 0,999 04 0,999 31 4,999 52 0,959 66 0,999 76 0,999 841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,959 997

Nota : TI(~t)=1-T1(t)
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