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MATGRDI11

Session 2011

BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

SOUS EPREUVE : MATHEMATIQUES

GROUPEMENT D

Durée : 2 heures

Spécialité Coefficient
Analyses de biologie médicale 1
Bio analyses et contréles 2
Biotechnologie 1,5
Hygiéne-propreté-environnement 2
Industries plastiques-europlastic-a référentiel commun européen 1,5
Meétiers de 1’eau 1,5
Peintures, encres et adhésifs 2
Qualité dans les industries alimentaires et les bio-industries 2

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront pour une part
importante dans ’appréciation des copies.

L’usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématiques est
autorisé.

Le formulaire de mathématiques est joint au sujet.
La calculatrice (conforme 2 la circulaire n°99-186 du 16-11-99) est autorisée.

Une feuille de papier millimétré est fournie.

Ce sujet comporte 4 pages (y compris celle-ci)
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EXERCICE 1 (11 points)

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’une équation différentielle

0,2¢

On considere 1’équation différentielle (E) : 5y +y =e™ "7,
ou y est une fonction de la variable réelle ¢, définie et dérivable sur ’intervalle [0;40o] et

»’ la fonction dérivée de la fonction y .

1.

B.

Déterminer les solutions sur ’intervalle [0;+oo[ de ’équation différentielle
(Eo): 5"+ y=0.
Soit # la fonction définie sur I’intervalle [0;+oo] par : A(f) = ate™ >?;

ou a est une constante réelle.
Déterminer a pour que la fonction % soit une solution. particuliére de 1’équation
différentielle (E).

En déduire I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E).

Déterminer la solution f de 1’équation différentielle (E) qui vérifie la condition initiale :

f(0)=0.

Etude d’une fonction

Soit la fonction f définie sur I’intervalle [0;4e[par: f(r)=0,2ze~ %2,
On note C la courbe représentatiye-de la fonction /' dans le plan muni d’un repére orthogonal.

1.

Déterminer la limite de la fonction fen +oo.
Que peut-on en déduire pour la courbe C ?

On désigne par f”la fonction dérivée de la fonction f .

Montrer que pour tout ¢ de I’intervalle [0;+e[: f'(z) =(-0,04¢+0,2)e” 0.2¢

. Etudier les variations de la fonction f sur I’intervalle [0;+eo[ et donner son tableau de

variations. On précisera les valeurs remarquables de ¢ et (7).

a) Recopier et compléter le tableau de valeurs ci-dessous. On arrondira les résultats 4 1072 .

0 2,5 5 10 15 20 25

x
S

b) Tracer la courbe C sur la feuille de papier millimétrée fournie.

Sur I’axe des x, 2cm représentent 5 unités. Sur I’axe des y , 2 cm représentent 0,05 unités.

C. Application

A Taide d’une perfusion, on injecte pendant cing minutes un médicament antalgique 3 un
101, ] : q g1q
patient. Aprés I’injection, I’organisme élimine peu a peu le médicament.
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On s’intéresse a la quantité de médicament présente dans I’organisme du patient au cours du
temps. L’instant # = 0 correspond au début de I’injection.
On fait ’hypothése qu’a I’instant ¢, exprimé en minute (min), la quantité de médicament,

-0,2¢

exprimée en millilitre (ml), est égale 4 f(r) =02¢e , ou fest la fonction étudiée dans la

partie B.

1. Déterminer graphiquement, a une minute prés, I’instant a partir duquel la quantité_de
médicament redevient inférieure a 0,05 ml.
On fera apparaitre les traits de construction utiles sur le graphique.

2. a) On considére la fonction F définie sur I’intervalle [0;+oo[ par F(f) = (—t =5)e” /.
Montrer que la fonction F est une primitive de la fonction /.

b) En déduire la valeur moyenne de la fonction f sur I’intervalle [0;23]. On donnera la

valeur exacte puis une valeur approchée arrondie a 1072.

¢) Que représente la valeur moyenne calculée au b) dans le contexte de 1’exercice ?

EXERCICE 2 (9 points)

Les trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Une usine fabrique des tubes en polyéthyléne pourle chauffage géothermique.
On s’intéresse & trois types de tubes appelés tubes de type 1, tubes de type 2 et tubes de

type 3.
A. Loi normale

Un tube de type 1 est accepté au contrle si son épaisseur est comprise entre 1,35 millimétres
et 1,65 millimétres.

1. On désigne par X la variable aléatoire qui a chaque tube de type 1 prélevé au hasard dans la
production d’une journée associe son épaisseur exprimée en millimétre.
On suppose que la variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne 1,5 et d’écart type
0,07.
Calculer la probabilité qu'un tube de type 1 prélevé au hasard dans la production de la

journée soit accepté au contrdle. On donnera le résultat arrondi a 1072 .

2. L’entreprise désire améliorer la qualité de la production des tubes de type 1 : il est envisagé
pour cela de modifier le réglage des machines produisant ces tubes.
On note X la variable aléatoire qui, & chaque tube de type 1 prélevé dans la production
future, associera son épaisseur. On suppose que la variable aléatoire X, suit une loi normale

de moyenne 1,5 et d’écart type 0.

Déterminer o pour que la probabilité qu'un tube de type 1 prélevé au hasard dans la
production future soit accepté au contrdle soit égale 4 0,99.

On donnera le résultat arrondi a 1072 .
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B. Loi binomiale

On considére un lot de tubes de type 2.

On note E I’événement : « un tube prélevé au hasard dans ce lot de tubes de type 2 est
défectueux. ». On suppose que P(E) = 0,02.

On préleve au hasard 20 tubes de type 2 dans ce lot pour vérification.

Le lot est assez important pour que ’on puisse assimiler ce prélévement de 20 tubes de type 2
a un tirage avec remise.

On considére la variable aléatoire Y; qui, 4 tout prélévement de 20 tubes de type 2, associe le
nombre de tubes défectueux de ce prélévement.

1. Justifier que la variable aléatoire Y; suit une loi binomiale dont on donnera les paramétres.

2. Calculer la probabilité que, dans un tel prélévement, au plus un tube soit défectueux.

On donnera le résultat arrondi a 1072
C. Test d’hypotheése

Un client a passé une commande de tubes de type 3. La longueur de ces tubes doit étre de 300
millimétres. On se propose de construire un test d’hypothése bilatéral pour contrbler, au
moment de la livraison, la moyenne u de ’ensemble des longueurs, en millimeétres, des tubes
de type 3.

On note Z la variable aléatoire qui, & chaque tube de type 3 prélevé au hasard dans la
livraison, associe sa longueur en millimétre. La variable aléatoire Z suit la loi normale de
moyenne inconnue y et d’écart type ¢ = 1.

On désigne par Z la variable aléatoire qui, 2 chaque échantillon aléatoire de 100 tubes de type
3 prélevés dans la livraison, associe la moyenne des longueurs, en millimétre, des tubes de cet
échantillon. La livraison est assez importante pour que 1’on puisse assimiler ces prélévements
a des tirages avec remise.

L’hypothése nulle est Hy : .= 300. L’hypothése alternative est H; : 4 # 300 .

Le seuil de signification du test est fixé a 0,05.

1. Sous I’hypothése Ho, on admet que la variable aléatoire Z suit la loi normale de moyenne

300 et d’écart type —— = 0,10.
P J100

Déterminer sous cette hypothése le nombre réel positif 4 tel que :
P(300-h<Z <300+ h)=0,95

On donnera le résultat arrondi 4 1072 .

2. En déduire la régle de décision permettant d’utiliser ce test.

3. On préléve un échantillon de 100 tubes de type 3 dans la livraison et on observe que, pour
cet échantillon, la moyenne des longueurs des tubes est :

7 =~ 299,90, valeur arrondie 4 1072
Peut-on, au seuil de 5 %, conclure que la livraison est conforme pour la longueur ?
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS : groupement D

ANALYSES DE BIOLOGIE MEDICALE
BIO ANALYSES ET CONTROLES
BIOTECHNOLOGIE
HYGIENE-PROPRETE-ENVIRONNEMENT

INDUSTRIES PLASTIQUES - EUROPLASTIC-
A REFERENTIEL COMMUN EUROPEEN

METIERS DE L’EAU
~ PEINTURES, ENCRES ET ADHESIFS

QUALITE DANS LES INDUSTRIES ALIMENTAIRES
ET LES BIO-INDUSTRIES
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant 4 ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab) =Ina+Inb, ota>0eth>0 e =cost+isint
exp(a+b)=expaxexph 1 i i
: cost=-§-(e +e
a'=e'M9 gua>0
. . l(n —ir)
a __alnr . . sinf=—le" -¢
t“ =e ,ouzr>0 2i
=cosacos b —si inb . \ ;
cos{a+b) S @ COS in a sin e = e (cos (B 1) +isin(B1)), v a=a+if
sin (@ + b} =sinacos b + cosasinb

cos (2f) =2cos?t—1=1-2sin%¢

sin (2¢) = 2sintcos?

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles
Comportement & l'infini Comportement g l'origine

lim Int =400 ; limInt =—oo
t—y¥eo 10

lim ¢ =40 ; Sia>0, lim*=0; six<0, limt% = +oo
{3yt o0 —0 1—0

. [ ) .

 Jim et =0 ; Sia>0, lim*nr=0.

- ’ 1—0
Sta>0, lim =+ ; Si<0, lim 1% =0

{—+co 13+ oo

Croissances comparées a ['infini

'
. . e
Sia>0, lim —=+o
4o p&

. g Int
Sia>0, Jm ——=0
{—>+ o0 ta
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b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles

4G S0 S /@
1 1
Int - Arcsint 5
! 1-1
¢! ef 1
Arctant —3
% (ge R) or®! 1+t
sin ¢ cos ¢ e (ae C) ae®
cost —sin?
tant ]2 =1+tan’¢
cos”™ ¢t
Opérations
(u +v) =y’ +v (vou)/ =(V'° u)u'
ku '= kul ’
‘) et
@) =u'v+uy
1 Y w (in u)’ =-’-l-, u & valeurs strictement positives
—_—f = = — U
()--5
’ , ) (ua) ___aua—l u
u)y _uv-uyv
()5
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b] : lntégration par parties :
b
El— [Croa j u(t) Vi) dr = WOl j () vie) dr
—ada
d) Développerents limités
e =14+— +1-2—+ +-’—'—+r 10 sint = —t———3-+-— e+ {=1)P +62P ¢ (r)
1 21 IRTHEY 5t i )'
1 — 1 2 n n t2
m—l 1+t (1 H e (r) cost-]—-2-!-+--+ (= l)"r—-rtz"e
2 3
In{l+ 1) = t_—2-+.’3_+ N ms(:) (407 =142 ziz_ 2, “Dlazntl)n n )
ni

e) Equations différentielles

Equations

Solutions sur un intervalle 1

alt)x'+b(t)x =0

()
alt)

)= ke~%0 ot G est une primitive de ¢ > —-¢

ax"+bx +ox =0

équation caractéristique :
2

ar® +br+c=0

de discriminant 4

Sia>0, f{t)= e + pe
Sia=0, f{t)=Qr+p)e”.........
SiAa<0, f()=[Acos(B1)+psin(B)le’ ot

ou # et r, sont les racines de I’équation caractéristique

ou r est la racine double de 1’équation caractéristique

=g +if et r, =a-if sont les racines
complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.
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3. PROBABILITES ‘
a) Loi binomiale . P(X = k)= Cf‘,pkq"“k ou Cﬁ = Wn'_kﬁ ; E(X)=np ; o(X)=Jnpq
Hn—k)

b) Loi de Poisson

P 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
s

PX = k)= | 0 08187 | 07408 | 06703 | 0,6065 | 0,548

& 1 0,637 | 02222 | 0,2681 | 03033 | 0,3203

2 0,0164 | ©0,0333 | 0,036 | 0,0758 | 0,098

E(X)=2

3 0,0011 | 0,0033 | 0,007z | 00126 | 0,0198

4 0,0000 | 0,0003 | 0,007 | 0,0016 | 60,0030

V(x)=A . 5 0,0000 [ 60,0001 | 0,0002 | o0,0004

6 0,0000°{ o0,0000 | 0,0000

]t 15. 2 3 4 s 6 7 8 9 10

0 0.368 0.223 0.135 0.050 | 0.018 0.007 | 0.002 0.001 0.000 | o000 | 0.000
1 0.368 0335 | 0271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.600
2 0.184 0.251 0271 0.224 | 0147 0.084 | 0.048 0.022 0.011 0.005 | 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0224 | 0195 | o140 | o089 | o052 0.029 0.0615 | 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0168 | 0.195 0176 |.0.134 0.091 0.057 | 0.034 | 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0156 | 0176 (| 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 | 0.012 0.050 0.104 0.146 0,161 0.149 0.122 0.091 | 0.063
7 0.000 0.001 0003 | 0022 | 0060 | 0104 0138 0.149 0.140 0.117 | 0.090
8 0.000 0.001 0.008 | 0.030 0.065 | 0.103 0.130 0.140 0132 | 0113
9 0.000 0.003 0.013 0036 | 0069 | 0101 0124 | 0132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0099 | 0419 | o0.125
11 0000 | 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0097 | 0114
12 0.001 0003 | 0.011 0.026 0.048 0.073 | 0.095
13 ¢.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 | 0.073
14 0000 | 0.002 0.007 0017 | 0032 | o0.052
15 0.001 0.003 0.009 | 0019 | 0035
16 0.000 | 0.001 0.005 | 0.011 0.022
17 _ 0.001 0.002 0.006 | 0.013
18 0.000 0.001 0.003 | 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 , 0.001 0.002
21 0.000 | o0.00
2 0.000

¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R{t)= e~V E(X)=

af =

(M.T.B.F.) a{x)

)=
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d) Loi normale

La loi normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : (x) = J—;_= e 2
T

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE ./ (0,1)

n@)=pPE<n)={" fx)x

! 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 | 05000 0,504 0 0,5080 | 0,5120 90,5160 | 0,5199 0,523 9 0,527 9 0,5319 | 0,5359
0, | 05398 0,543 8 0,5478 | 0,5517 0,5557 | 0,5596 0,563 6 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
02 | 05793 0,583 2 0,5871 0,591 0 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,6064 | 0,6103 0,614 1
0,3 | 0,6179 0,621 7 0,6255 0,629 3 0,633 1 0,636 8 0,6406 | 0,6443 0,6480 | 0,6517
0,4 0,655 4 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 0,6879
05 | 0,6915 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 07088 { 0,7123 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
0,6 | 0,7257 0,729 0 0,732 4 0,7357 0,738 9 0,742 2 0,745 4 0,7486 | 0,7517 | 0,754 9
0,7 | 09,7580 0,761 1 86,7642 | 0,7673 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,7794 | 0,7823 0,7852
08 | 0,7881 0,791 0 0,7939 | 0,7967 0,799 5 0,8023 0,8051 0,8078 | 08106 | 08133
09 | 08159 0,8186 08212 | 08238 0,825 4 0,828 9 0,8315 | 08340 | 0,8365 | 08389 |
1,0 | 08413 0,843 8 0,846 1 0,848 5 0,850 8 0,853 1 08554 | 0,8577 0,8599 | 08621
1,1 | 08643 0,866 5 0,868 6 0,870 8 0,872 9 0,8749 | 0,87706 | 08790 | 08810 | 0,8830
1,2 | 0,884 9 0,886 9 0,888 8 0,890 7 0,892 5 0,894 4 0,896 2 0,8980 | 08997 | 09015
1,3 | 09032 0,904 9 0,5066 | 0,9082 0,909 9 06,9115 .1 09131 09147 | 09162 0,917 7
1,4 { 09192 0,920 7 0,9222 09236 0,9251 0,926 5 09279 | 09292 | 60,9306 | 09319
1,5 | 09332 0,934 5 09357 | 09370 0,938 2 0,939 4 0,9406 | 09418 | 09429 | 0,9441
1,6 | 09452 0,9463 0,947 4 0,948 4 0,949 5 0,950 5 0,9515 | 0,9525 | 09535 | 09545
1,7 | 09554 0,956 4 0,9573 0,958 2 06,9591 | 0,95%9 0,9608 | 09616 | 09625 | 09633
1,8 | 09641 0,964 9 0,9656 | 0,9664 0,967 1 09678 | 0,9686 | 09693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 | 09713 09719 0,972 6 0,9732 0,973 8 0,974 4 0,975 0 09756 | 09761 0,976 7
2,0 | 09772 0,9779 0,9783 | 02788 0,979 3 0,979 8 0,980 3 0,950 8 0,9812 | 09817
2,1 ] 09821 0,982 6 0,9830 | 90,9834 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,9850 | 09854 | 09857
2,2 | 09861 0,986 4 0,986 8 0,9871 0,9875 0,987 8 0,988 1 0,9884 | 09887 0,989 0
23] 09893 0,989 6 0,9898 | 09901 | 0,9904 0,990 6 0,990 9 0,991 1 0,9913 0,991 6
24 | 09918 0,992 0 0,9922 0,992 5 09927 | 0,992% 0,993 1 09932 { 09934 | 09936
25| 09938 0,994 0 0,994 2 0,994 3 0,994 5 0,9946 | 05948 | 09949 | 06,9951 | 0,9952
2,6 | 0,9953 0,9955 09956 | 09957 0,9959 0,996 ¢ 0,996 1 0,9962 | 09963 | 0,9964
2,710,996 5 0,996 6 0,9967 | 099%8 0,996 9 0,997 0 0,9971 0,997 2 09973 | 09974
3,8 | 60,9974 0,997 5 06,9976 | 09977 | 90,9977 0,997 8 09979 | 90,9979 0,9980 | 0,9981
2,9 | 09981 0,998 2 09982 | 0,9983 0,998 4 0,998 4 0,9985 | 0,9985 0,9986 | 09986

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

‘ 3,0 3,1 3.2 33 34 3,5 3,6 38 4,0 4,5

1) 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,99976 | 0,999 841 | 0,999 928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : TI(~t)=1-T1()

Formulaire de mathématiques -5- BTS du groupement D






