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MATGRDI10

Session 2010

BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR

SOUS EPREUVE : MATHEMATIQUES

GROUPEMENT D

Durée : 2 heures

Spécialité Cocfficient
Analyses de biologie médicale 1
Bio analyses et contrdles 2
Biotechnologie 1
Hygieéne-propreté-environnement 2
Industries plastiques-europlastic-a référentiel commun européen 1,5
Meétiers de I’eau 1,5
Peintures, encres et adhésifs 2
Qualité dans les industries alimentaires et les bio-industries 2

La clarté des raisonnements et la qualité de la rédaction interviendront pour une part

importante dans ’appréciation des copies.

L’usage des instruments de calcul et du formulaire officiel de mathématiques est

autorisé. Le formulaire de mathématiques est joint au sujet.

La calculatrice (conforme a la circulaire n°99-186 du 16-11-99) est autorisée.

La page 6 est une annexe, a rendre avec la copie.

Ce sujet comporte 6 pages (y compris celle-ci).
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EXERCICE 1 (10 points)

Les parties A et B de cet exercice peuvent étre traitées de fagon indépendante.

A. Résolution d’une équation différentielle

On considere I’équation différentielle (E) : y'+2y=2e™,
ou y est une fonction de la variable réelle 7, définie et dérivable sur D’intervalle [0;+oo[,
et yla fonction dérivée de y.

1. Déterminer les solutions sur ’intervalle [0;+ o[ de ’équation différentielle
(E) : Y'+2y=0

2. Soit 4 la fonction définie sur I'intervalle [0;+ oo par : h(f) = 2te™ .
Démontrer que # est une solution particuliére de 1’équation différentielle (E).

3. En déduire ’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E).
4. Déterminer la solution f de 1’équation différentielle (£) qui prend la valeur 1 pour

1=0.

B. Etude d’une fonction.

-2t

Soit la fonction f définie sur 'intervalle [0;+ o[ par: f(#) = (1+2f)e™".
On désigne par C la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.

1. Déterminer lim f(¢). Que peut-on en déduire pour la courbe C ?
t~3>+oc0

2. On désigne par fla fonction dérivée de la fonction £

a. Vérifier que pour 7 appartenant a I’intervalle [0;+ o[ : f(¢) = —4te™ .

b. En déduire le signe de f’(¢) pour ¢ appartenant a I’intervalle [0;+ o[ et donner
le tableau de variation de la fonction /* sur I’intervalle [0;+ oo .

3. a. Compléter le tableau de valeurs donné en annexe (page 6). Arrondir a 1072,

b. Tracer la courbe C dans le repére donné en annexe (page 6).
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C. Application de la partie B

Dans les régions de production, on peut contréler le taux de sucre des melons avec un
réfractométre & mesure rapide.

Le taux de défaillance du réfractométre dans I’intervalle de temps [0;+ o[ peut étre modélisé
par la fonction g définie sur intervalle [0;+oo[par: g(f) =1~ f(t) =1—-(1+2t)e™™,
ou ¢ est exprimé€ en heures et f est la fonction étudiée dans la partie B.

1. Dans cette question, on donnera les valeurs exactes puis les valeurs arrondies 4 107

a. Quel est le taux de défaillance du réfractométre au bout d’une heure ?

b. Quel est le taux de défaillance du réfractométre au bout de deux heures ?

2. Pour des raisons de fiabilité, on doit changer le réfractométre lorsque le taux de
défaillance est supérieur ou égal a 0,75.

a. Montrer que le taux de défaillance est supérieur ou égal a 0,75 lorsque
f(#)<0,25.

b. En utilisant la courbe représentative de la fonction f tracée en annexe (page 6),

déterminer graphiquement, a IO’Iprés, la durée d’utilisation du réfractométre.
On laissera les traits de construction apparents.

EXERCICE 2 (10 points)

Les quatre parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

Une usine fabrique en grande quantité des récipients cylindriques pour le laboratoire.

A. Loi normale

Le couvercle d’un récipient est congu pour avoir un diametre de 60 millimétres.
Il est non défectueux lorsque son diameétre, exprimé en millimetres, appartient a 'intervalle
[59,93 ; 60,07].

On note X la variable aléatoire qui, a chaque récipient prélevé au hasard dans la production
d’une journée, associe le diamétre, en millimétres, de son couvercle.

On suppose que la variable aléatoire X suit la loi normale de moyenne 60 et d’écart type 0,03.

Calculer la probabilité qu’un récipient prélevé au hasard dans la production ait un couvercle
non défectueux. On arrondiraa 107,
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B. Evénements indépendants

Les récipients fabriqués sont susceptibles de présenter deux défauts : un défaut au niveau de
leur couvercle ou un défaut de contenance.

On préléve un récipient au hasard dans la production d’une journée.
On considére les événements suivants :

E; : «le couvercle du récipient prélevé est défectueux » ;

E; : «le récipient prélevé présente un défaut de contenance ».

On suppose que les événements E; et E, sont indépendants.
On admet que : P(E,)=0,02 et P(E,) =0,01.

Dans cette partie, on donnera les valeurs exactes des probabilités demandées.

1. Calculer la probabilité qu’un récipient prélevé au hasard dans la production d’une
journée présente les deux défauts.

2. a. Calculer la probabilité qu’un récipient prélevé au hasard dans la production d’une
journée présente au moins un des deux défauts.

b. Calculer la probabilité¢ qu’un récipient prélevé au hasard dans la production d’une
journée ne présente aucun des deux défauts.

C. Loi binomiale et approximation d’une loi binomiale par une loi de Poisson

On préleve au hasard 50 récipients dans un stock pour vérification de leur couvercle. Le stock
est assez important pour que 1’on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de
50 récipients.

On rappelle que la probabilité qu’un récipient prélevé au hasard ait un couvercle défectueux
est égale a 0,02.

On considere la variable aléatoire Y qui, a tout prélévement de 50 récipients, associe le
nombre de récipients de ce prélévement ayant un couvercle défectueux.

1. On admet que la variable aléatoire Y suit une loi binomiale. Déterminer les paramétres
de cette loi.

2. Calculer la probabilité que, dans un prélévement, un seul récipient ait un couvercle
défectueux. On arrondira d 1072,

3. On consideére que la loi suivie par Y peut étre approchée par une loi de Poisson.

a. Déterminer le paramétre A de cette loi de Poisson.
b. On désigne par Y, une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A,
ou A est la valeur obtenue au a.

En utilisant la loi suivie par Y, calculer la probabilité qu’au plus trois récipients d’un
prélévement aient un couvercle défectueux. On arrondira 4107,
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D. Intervalle de confiance

Dans cette partie on s’intéresse a la contenance de chaque récipient, exprimée en centimétres
cubes.
On préléve au hasard et avec remise un échantillon de 50 récipients dans un lot important.

Soit C la variable aléatoire qui, 4 tout échantillon de 50 récipients prélevés au hasard et avec
remise dans le lot, associe la moyenne des contenances des récipients de cet échantillon.

= . . . , o
On suppose que C suit la loi normale de moyenne inconnue u et d’écart type —\/:0 avec
5

o =10,06.
Pour I’échantillon préievé, la moyenne obtenue, arrondie a 1072, est:x =119,88.

Déterminer un intervalle de confiance centré sur X de la moyenne u des contenances des
récipients de ce lot, avec un taux de confiance supérieur ou égal a 95 %.

On arrondira 4 107 les bornes de cet intervalle.
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ANNEXE (a rendre avec la copie)

EXERCICE 1, Partie B, question 3.

a. Tableau de valeurs (arrondies a 1072 ) de la fonction f

0 0,5 1 1,5 2 3

x
JS(x)

b. Tracé de la courbe C

mE
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FORMULAIRE DE MATHEMATIQUES

BTS : groupement D

ANALYSES DE BIOLOGIE MEDICALE
BIO ANALYSES ET CONTROLES
BIOTECHNOLOGIE
HYGIENE-PROPRETE-ENVIRONNEMENT

INDUSTRIES PLASTIQUES - EUROPLASTIC-
A REFERENTIEL COMMUN EUROPEEN

METIERS DE L°’EAU
" PEINTURES, ENCRES ET ADHESIFS

QUALITE DANS LES INDUSTRIES ALIMENTAIRES
ET LES BIO-INDUSTRIES

Formulaire de mathématiques -1- BTS du groupement D



Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In(ab) =Ina+Inb, ola>0etdb>0
exp(a+b) =expaxexpd

t=eMa G4a>0

a
1% =M ohe>0
cos{a+b) =cosacosh -sinasinb

sin (@ + b} =sinacos b + cosasin b
cos(2f) = 2cos? t—1=1—2sin? ¢

sin (21) = 2sint cost

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement g l'infini

Im Int =4 ;
{40

lim ¢ = +eo ;

1~ 400

lim e =0 ;

f——co .

Sia>0, lim (% =46 ; si@<0, lim 1* =0

1—+es L+ oo

Croissances comparées a linfini

'

. . e

Siag>0, lim —=+e
{~4+oo

. . In¢
Sie>0, lim —=0
T

Formulairc de mathématigues -2 -

!

e =cost +isint

cost = —;— (e" + e"")

sint = i (ei' - e"i')
2t

e =e* (cos(B1)+isin(B1)),ona=a+iff

Comportement a l'origine

limInf =—o0
>0

Sia>0, lim/*=0;
t—0

Sia>0 lim®Int=0,
t—0

si <0, lim % = +o0
—0
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b) Dérivées et primitives
Fonctions usuelles

4G YAQ) A9 JA0)
1 1
In/ - Arcsint
4 ’1_12
e e 1
. Arctanz
“ (ze R) or®” 1+t
sin ¢ cos ¢ e” (ae C) ae”
cos ¢ -sin?
tant 3 =1+tan’¢
cos™ ¢
Opérations
(w+v) =u +v’ (vou)’ =W ou)’
ku) = ku’ ,
(k) ()=t
@) =u'v+uv
1 o (In u)l =2 4 valeurs strictement posilives
~l === u
£}
)y _uv-uy
()5
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b] : Intégration par parties :
b
Z‘l— [ r6a j u(t) V(e dr = L)} j ) vl) ar
—aila
d) Développements limités
2 n 3 5 2p+l
S TR S +-{-——+t g(r) sint =4~ 4l ()P A 2P e ()
12l 11 315! ( +1)!
1 2 n n 12
— =1+t =1 e Y =1— 2p
151 ( )ﬂ () cosi=1 2! 4 ( }p( )+t s(t)
2 3
1ﬂ(1+f)_t-——+—+ +( 1)" -1! +t 8(’) ([+()a:]+gt+g£?.:;_)(2+ +w,”+y" 5(1)
2 3 1! 2! n!

¢) Equations différentielles

Equations

Solutions sur un intervalle 1

alt)x + bt} x=0

f)=k

(1) o G est une primitive de f >

blr)

a(l

ax"+bx +cx=0

équation caractéristique :
2

ar“+br+c=90

de discriminant 4

SiA>0, f{t)= 2" +pe
Sia=0, f{t)=(r+p)e”
Sia<0, f{t)=[Acos(B 1)+ usin(B)e®" ob n

ol # et », sont les racines de I’équation caractéristique

oll » est 1a racine double de ’équation caractéristique

=a+ifetn=a
complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.

~iff sont les racines

Formulaire de mathématiques
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3. PROBABILITES

a) Loibinomiale = P(X = k)= Cﬁpkq"“k ol Cﬁ = mnn—'-—k)' ; B(X)=np o(x)= m
b) Loi de Poisson
4 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
-4 gk
Px =k)=5 — b 0,8187 | 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488
' 1 0,1637 | 0,2222 | 0,2681 | 03033 | 0,3293
2 0,0164 | 0,0333 | 0,0536 | 0,758 | 0,0988
E(X)=A
3 0,0011 | 0,003 | 0,072 | 00126 | 0,0198
4 0,0000 | 0,0003 | 0,0007 | 00016 | 0,0030
y(x)=2 5 0,0000 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0004
6 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
3] 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.368 0.223 0.135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.001 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 027 0.149 0.072 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 027 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0,224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 | 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 | 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.000 0.001 0.003 | 0022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
11 0.000 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.097 0.114
12 0.001 0.003 0.012 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 0.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 8.002 0.006 0.013
18 0.000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
P3| 0.000 0.001
22 0.000
¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R(t)=e™¥ E(X)= % (M.T.B.F) a(x)= %

Formulaire de mathématiques

BTS du groupement D



d) Loi normale

La lot normale centrée réduite est caractérisée par la densité de probabilité : f(x) =

e 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE /| (0,1)

n@)=rrsn={" ez

T1(?)
. 0
t 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

00 | 05000 | 05040 | 05080 [ ©,5120 | 05160 | 0,5199 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 06,5359
0,t | 05398 | 0,5438 0,5478 { 0,5517 [ 05557 | 0,5596 | 0,5636 | 05675 | 0,5714 | 0,5753
6,2 ) 05793 | 0,5832 0,587 1 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141
03 | 06179 | 06217 | 0,6255 | 06293 | 0,6331 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
64 | 06554 | 0,6591 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 06772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 | 0,6915 | 60,6950 06985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 07123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,722 4
06 | 0,7257 | 0,7290 | 07324 | 0,7357 | 0,7389 { 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 60,7549
0,7 | 0,780 | 0,7611 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
0,8 | 0,7681 | 0,791 0 0,7939 | 6,7967 | 0,7995 | 08623 | 08051 | 0,8078 | 08106 | 08133
09 | 08159 | 08186 | 08212 | 08238 | 08254 { 08289 | 08315 | 08340 | 08365 | 0,8389
1,0 | 08413 | 0,8438 | 08461 06,8485 ; 08508 | 90,8531 0,8554 | 08577 | 0,8599 | 0,8621
L1 | 08643 | 0,8665 0,8686 | 0,8708 | 08729 | 0,8749 | 08770 { 08790 | 08810 | 0,8830
1,2 | 08849 | 0,8869 08888 | 0,8%507 | 08925 | 08544 | 08962 | 08980 | 08997 | 0,901 5
1,3 | 0,9032 | 09049 [ 0,9066 | 09082 | 0,9099 09115 | 09131 | 09147 | 09162 | 09177
1,4 | 09192 | 09207 09222 | 09236 | 09251 0,9265 | 09279 | 09292 | 09306 { 09319
1,5 | 09332 | 0,9345 09357 | 0,9370 | 09382 | 09394 | 09406 | 09418 | 09429 | 09441
1,6 | 09452 | 0,9463 09474 | 09484 | 09495 { 09505 | 09515 | 09525 | 09535 | 09545
1,7 | 09554 | 09564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 0,9599 | 09608 | 0,916 | 09625 | 0,9633
1,8 | 09641 | 09649 | 09656 | 0,9664 | 09671 | 09678 | 90,9686 | 09693 | 0,9699 | 09706
1,9 | 09713 | 09719 09726 | 09732 | 09738 | 09744 | 09758 | 09756 | 09761 | 09767
2,0 | 09772 | 09779 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 0,9798 | 0,9803 ) 09808 | 09812 | 09817
2,1 ;7 09821 | 09826 | 0,9830 | 09834 | 09838 | 0,9842 0,9846 | 09850 | 09854 | 0,9857
2,2 | 09861 | 09864 0,9868 | 09871 | 09875 [ 09878 0,988 1 09884 | 09887 | 90,9890
23 | 09893 | 09896 | 0,9898 | 099501 | 0,9904 | 0,9906 0,9909 | 09911 09913 | 09916
24 | 09918 | 09920 | 0,9922 | 09925 | 0,9927 | 09929 0,993 1 09932 | 09934 [ 09936
25 | 09938 | 09940 | 0,9941 0,9943 | 09945 | 09946 | 08,9948 [ 09949 | 0,9951 | 09952
2,6 | 09953 | 09955 | 09956 | 09957 | 09959 | 0,996¢ | 0,9961 0,9962 | 0,9963 | 0,994
2,7 | 09965 | 09966 0,9967 | 06,9968 | 09969 | 0,9970 | 09971 0,9972 § 0,9973 | 09974
28 | 09974 | 09975 0,9576 | 09977 | 0,9977 | 09978 | 09979 | 09979 | 0,9980 | 09981
2,9 | 09981 0,998 2 0,9982 | 09983 | 0,9984 | 09984 | 09985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

{ 3,0 ‘ 31 32 33 34 35 3,6 3.8 4,0 4,5

1) | 0,998 65 0,999 04 0,999 31 0,999 52 0,999 66 0,99976 | 0,999841 | 0,999928 | 0,999568 | 0,999 997

Nota : TI(~¢)=1~T1()
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