BREVET DE TECHNICIEN SUPERIEUR
SESSION 2008

Epreuve de mathématiques

GROUPEMENT B CODE : MATGRBI

Durée : 2 heures

SPECIALITES COEFFICIENT

Aménagement finition

Assistance technique d’ingénieur

Batiment

Conception et réalisation de carrosseries

Construction navale

Constructions métalliques

Domotique

Enveloppe du batiment ; facade — étanchéité

Etudes et économie de la construction

Fluides — énergies — environnements

Géologie appliquée

Industrialisation des produits mécaniques

Maintenance et aprés-vente automobile

Maintenance et aprés-vente des engins de travaux publics
et de manutention

Maintenance et exploitation des matériels aéronautiques

Maintenance industrielle

Meécanique et automatismes industriels

Moteurs 2 combustion interne

Traitement des matériaux
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Travaux publics

Les calculatrices de poche sont autorisées conformément a la circulaire n° 99-186 du 16 novembre 1999.
La clarté du raisonnement et la qualité de la rédaction interviendront pour une part importante dans I’appréciation des copies.
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EXERCICE 1 (12 points)
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d'une équation différentielle

On considére 'équation différentielle (E): y'-2y=xe”
ou y est une fonction de la variable réelle x, définie et dérivable sur R, et y ' la fonction
dérivée de y.

1° Déterminer les solutions définies sur R de I'équation différentielle (Eo):
y'-2y =0.

2° Soit g la fonction définie sur R par g(x)=(-x—1)e”.
Démontrer que la fonction g est une solution particuliére de 1’équation différentielle (£).

3° En déduire 'ensemble des solutions de I'équation différentielle (£ ).

4° Déterminer la solution f de l'équation différentielle (£ ) qui vérifie la condition initiale

f(0)=0.

B. Etude locale d'une fonction

Soit fla fonction définie sur R par f(x) =e* — (x + 1) e*. Sa courbe représentative C est
donnée dans un repére orthogonal ci-dessous.
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19 #)y Démiontrer que'pour tout réel x, f'(x)=e* (2e* -2 -x).
b) En déduire le coefficient directeur £ '(0) de la tangente 7 a la courbe C au point
d’abscisse 0.
Interpréter graphiquement ce résultat.

2° a) Déterminer le développement limité, & 1’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction

2
xH>e
b) Démontrer que le développement limité, & I’ordre 2, au voisinage de 0, de la fonction
2

fest:  f(x)= ——+x £(x) avec hm e(x) =0.

C. Calcul intégral

2

1°Onnote /= I_o} — dx.

Démontrer que /= 0,009‘
0

2° On note J=I ? e dx.
-03

Démontrer que J=0,5 (¢*° —e~%5).

3°Onnote K= j (x+1)e* dr.
Démontrer, a I’aide d’une intégration par parties, que X =0,3 (¢* + ¢~ ).

4°Onnote L= [ “ e dx

a) Déduire des questlons précédentes la valeur cxacte de L.
b) Donner la valeur approchée de L arrondie 4 10~°
¢) Vérifier que la valeur exacte de 7 et la valeur approchée de L obtenue a la question

précédente différent de 4,5 x 10™*,

GROUPEMENT B DES BTS SESSION 2008
Mathématiques MATGRBI
Durée : 2 heures Page : 3/5




EXERCICE 2 (8 pgints)

i tiLes trois parties de cet exercice sont indépendantes.

Une entreprise fabrique en grande série des picces en bois. Ces piéces sont prévues pour
s’encastrer les unes dans les autres.

—

Dans cet exercice, les résultats approchés sont 4 arrondir 21073,

A. Loi normale

Une piéce de ce type est conforme lorsque sa cote x, exprimée en millimeétres, appartient a
’intervalle [9,5 ; 10,5] et lorsque sa cote y appartient a I’intervalle [10,5 ; 11,5].

1° On note X la variable aléatoire qui, 4 chaque piéce de ce type prélevée au hasard dans la
production d’une journée, associe sa cote x. On suppose que la variable aléatoire X suit la loi
normale de moyenne 10 et d’écart type 0,21.

Calculer P(9,5 £ X<10,5).

2° On note Y la variable aléatoire qui, & chaque piéce de ce type prélevée au hasard dans la
production d’une journée, associe sa cote y. On admet que P(10,5 <Y <11,5)=0,985.

On suppose que les variables aléatoires X et ¥ sont indépendantes.
On préléve une piéce au hasard dans la production d’une journée. Déterminer la probabilité
qu’elle soit conforme.
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Billoi binomiale et 10j de Poisson

On’ considere un stock'important de picces.

On note E D’événement: «une piéce prélevée au hasard dans le stock de piéces est
défectueuse ».

On suppose que P(£) = 0,03.

On préléve au hasard 50 piéces dans le stock de piéces pour vérification. Le stock est assez
important pour que 1’on puisse assimiler ce prélévement a un tirage avec remise de 50 piéces.
On considére la variable aléatoire Z qui, a tout prélévement ainsi défini, associe le nombre de
pi¢ces de ce prélévement qui sont défectueuses.

1¢ Justifier que la variable aléatoire Z suit une loi binomiale dont on déterminera les
parametres.

2° Calculer P(Z=0) et P(Z<2).

3° On considére que la loi de probabilité suivie par la variable aléatoire Z peut &tre approchée
par une loi de Poisson.

a) Déterminer le parametre A de cette loi de Poisson.

b) On désigne par Z; une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de paramétre A, ou 4

a la valeur obtenue au a).
En utilisant cette loi de Poisson, calculer la probabilité que, dans un tel prélévement de 50
piéces, au plus deux piéces soient défectucuses.

C. Intervalle de confiance

Dans cette partic on considére une grande quantité de pieces devant étre livrées 4 une chaine
d’hypermarchés. On considére un échantillon de 100 pi¢ces prélevées au hasard dans cette
livraison. La livraison est assez importante pour que 1’on puisse assimiler ce tirage a un tirage
avec remise.

On constate que 96 piéces sont sans aucun défaut.

1° Donner une estimation ponctuelle de la fréquence inconnue p des piéces de cette livraison
qui sont sans aucun défaut.

2° Soit F la variable aléatoire qui, a tout échantillon de 100 piéces prélevées au hasard et avec
remise dans cette livraison, associe la fréquence des pi¢ces de cet échantillon qui sont sans
aucun défaut.

On suppose que F suit la loi normale de moyenne p et d’écart type ﬂ‘;ﬁ%ﬁ)‘ ,ou pestla

fréquence inconnue des pi¢ces de la livraison qui sont sans aucun défaut.
Déterminer un intervalle de confiance de la fréquence p avec le coefficient de confiance 95%.
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
 de TOUTES, lgs, spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

=lna+Inb, cia>0etb>0
In(ab) =Ina+Inb, oia el cosacosb=%[cos(a+b)+cos(a—b)]
exp(a+b)=expaxexpb

2 =e'm% oua>0 sinasinb=%[cos(a—b)-cos(a+b)]

z_  ahbr o
7=et,our>0 sinacosb=%[sin(a+b)+sin(a—b)]

cos{a +b) = cosacosh~sinasin b

it . .
sin (a +b) = sinacosb + cosasin b ¢ =cosf+isint

1 . =
cos(2:)=2¢oszt—-1=1—23inzt cost:i-(e"-i-e ”)

sin (27) = 2sin zcos ¢t ) )
sint =—1_-(e" —e‘")

- 2i
sinp+sinq=23inp;qcos£51
e =e* (cos (B +isin(B1)), oha=a+if
sin p—sing =2sinZ2—2c o2t
2 2

2+ q —9q

+cosg = 2cos——=— os2—4
cos p+cosg = 2cos— 3

pt q P—q

cos p~Cosg =—2sin—=sin—=
§4 q 2 2

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini Comportement a l'origine

lim Int=+eo ; limInt = —oo
1—ytoo -3

lim e =400 ; Sia>0, lim* =0 ; si <0, lim?% = +ea
[ t—0 10

lim ¢ =0 ; . .

Jim e ¢ Sia>0, lim/®nt=0.

10
Sia>0, im 1F=+e; sia<0, lmt*=0
t—-toa 1—>+00

Croissances comparées a l'infini

e
Sia>0, lim —=+e
t—rtoo &

Sia>0, lim l—-O
t—too
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b); Dériyées et primitives

fﬂnons usuelle :
| J10) JX0) f© JA0)
1
Int l Arcsint
t 1
¢! ¢! 1
1 Arctant?
2 (@eR) - 1+1
sin £ cos ! e” (@ €) ae™
cost —sint 4‘
tant 12 =1+tan?¢
cos“ ¢
rations

Ge+v) =u"+v'
(ku) ‘= ku'

(wv) =u'v+uy

’
(u) wyv-uv
v v2

¢) Calcul intégral
Valeur moyerme de f sur [a, b] :

L[ u

d) Développements limités

ef —l+-!-+-’—2-+ L —+1"e(1)
11 2! n!

1+1
)=t = s e (I
+1 -t—E-+—?’—+---+ -1

¢) Equations différentielles

(vou) = ou)u’
(eu)' e’

(in u) = -:fl—, u 3 valeurs strictement positives

,
Gld) - aua—lur

Intégration par parties :

[ :..(:) V(1) dt = W) - f:"'(') o)

3
4 L. ! )P 2p+l
Slﬂt 1 3‘+5| ( ) -(_T+t 5(‘)

£

=1-t+2 4+t (11" 417 2) cost = l-—-—+-— (—I)Pﬁﬂz"e(t)

2!

—]'t,”:‘+,"5(:) (1+x)“_1+lr+L: O Vi L L2

nl

Equations

Solutions sur un intervalle I

a(t) X' +5(t)x=0

5)

f0)= ke~50) o G est une primitive de 1>

'de discriminant 4

@’ +bx'+cx=0 SiA>0, f{t)=2e" + ue™ ... ol rj et 7, sont les racines de I'équation caractéristique
|équation caractéristique : |Gi A=0, f(r)= (& +p)e™ ......... ou  est la racine double de I’équation caracténistique
ar? +br+c=0 Sid<0, f{t)= [}I.cos(ﬁt)+ysin(ﬂt)]e“‘ oun =a+if et r, = a—if sont les racines

complexes conjuguées de 1’équation caractéristique.
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3. - PROBABILITES

n!

a) Loibingmiaie A\X =x]=Cf,p"q"—k ou Cf, =m s E(X)=np ; O'(X)=,/npq

b) Loi de Poisson

. P 02 (X ] 04 05 0,6

P(X =k)=2 H}' o | 08187 | 07408 | 0673 | 06065 | 05488

' 1 03637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03293

E()= 4 2 00164 | 0,6333 | 0,053 | 00758 | 00988

3 00011 | 00033 | 00072 | 00126 | 00198

4 00000 | 0,0003 | 0,0007 | 00036 | 00030

v(x)=1 5 0,0080 | 00001 | 00002 | 00004

3 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

N 1 1.5 2 3 4 5 6 7 ] 9 10

0 0368 | 0223 | o135 | eoso | o018 | 0007 | 0002 | coor | o008 | o000 | o000
1 0368 | 0335 | 021 | o140 | 0073 | 0034 | 0.015 | 0006 | o0o0e3 | o001 | aove
2 0184 | 0251 | 0271 | 0224 | 0147 | oe84 | 0045 | @022 | 0011 | o0s05 | o002
3 0061 | 0126 | 0180 | 0224 | 0195 | oa40 | 0089 | 0052 | 0029 | 0015 | e.ses
4 0015 | 0047 | 00% | o168 | 0195 | 0176 | 0134 | 0091 | 0057 | o034 | o019
5 0003 | 0014 | 0036 | 0101 | 0456 | 0176 | o161 | eoa2s | e092 | ooer | oo3s
6 0001 | 0004 | 0012 | 005 | o104 | 0196 | o161 | 0149 | @122 | osm | ose
7 0000 | 0001 | 0003 | 0022 | 0060 | 0104 | 0138 | 0149 | o0a40 | 0117 | 0090
8 0000 | o001 | o008 | ce30 | o06s | o0a03 | o130 | oa40 | o2 | ouis
9 0000 | 0003 | 0013 | 0036 | 0069 | 0101 | e12¢ | o013z | eazs
10 0001 | 0005 | 0018 | o041 | 0071 | 0099 | oars | oazs
1 0000 | 0002 | 0008 | 0023 | 0045 | 0012 | 0897 | oaue
) 0001 | 0003 | 0011 | 0026 | 0048 | 073 | o095
13 vooo | o001 | ooes | o014 | o030 | o650 | 0973
14 0000 | 0002 | 0007 | @017 | o032 | oos2
15 0001 | 0003 | 0000 | o019 | omss
16 o000 | com | ooes | eonm | 0.2
) 0001 | o002 | 0006 | 0.013
18 0000 | oeo1 | 0003 | o007
19 0000 | o001 | 0004
20 0001 | o0.082
21 0000 | o.001
n 0.000

¢) Loi exponentielle
Fonction de fiabilité : R(t)=e™ E(X)=

|-

M.T.B.F) a(Xx)

-
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d)' Loi normaie

te est caractérisée par Ia densité de probabilité : f ()=

1
NP

2

X
e 2

EXTRAITS DE LA TABLE DE LA FONCTION INTEGRALE DE LA LOI NORMALE CENTREE, REDUITE X (0,1)

nE)=PT <i)= J‘_Lf (x)dx

¢ 008 | 401 _ 0,02 9,03 9,08 )

0,0 | 05080 0,504 0 0,508 0 05120 | 05160 05199 05239 05279 | 05319 0,5359
0,1 0,539 8 0,543 8 05478 0,5517 0,555 7 0,559 6 0,563 6 05675 | 05714 05753
02 | 05793 | 05832 | 05871 | 05910 | 05948 | 05987 | 06026 | 06064 | 06103 | 06141
0,3 | 06179 0,621 7 06255 0,629 3 0,633 1 0,6368 0,640 6 06443 | 06480 0,6517
04 | 06554 83,6591 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,6772 0,6308 | 06844 0,6879
0,5 0,691 5 0,6950 0.698 5 0,701 9 8,7054 0,708 8 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,725 7 0,729 0 07324 07357 0,7389 0,7422 07454 0,748 6 0,751 7 98,7549
9,7 9,758 0 0,761 1 0,764 2 0,7673 90,7704 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,7852
08 | 07881 0,791 0 0,793 9 0,79%67 | 0,79%5 0,8023 08051 08078 | 08106 08133
09 ; 04,3159 0,313 6 0,8212 08238 | 08254 0,8289 08315 08340 | 038365 0.3389
1,0 | 63413 038438 0,846 1 08485 | 08508 08531 08554 08577 | 08599 08621
11 8.8643 08665 0,868 6 08708 | 08729 08749 0,8770 88790 0,882 0 0,883 0
12 | 08849 08869 08888 08907 | 08925 | 0,8944 49,8962 08980 | 93897 99015
1,3 | 09632 0,904 9 0,906 6 09082 | 09099 | 09115 0,9131 09147 | 09162 09177
14 | 09192 0,9207 09222 09236 | 09251 09265 0,927 9 09292 | 09306 09319
15 | 09332 09345 99357 0.937¢ | 09382 0,932 4 0,940 6 09418 | 09429 0,9441
1,6 | 09452 0,9463 0,947 4 0,948 4 09495 09505 09515 09525 | 09535 09545
1,7 | 09554 0,956 4 09573 0,958 2 0,95%1 09599 0,960 8 09616 | 09625 0,9633
1,8 0,964 1 0,964 9 0,965 6 0,966 4 09671 0,967 8 4,968 6 09693 60,9699 0,970 6
19 | 09713 09719 09726 | 09732 09738 0,974 4 09750 09756 | 09761 09767
20 | 09772 84,9779 09,9783 0,5788 | 09793 09798 0,9803 09808 | 09812 0,981 7
2,1 0982 1 03826 0,983 ¢ 90,9834 | 09838 09842 0,984 6 09850 | 09854 89857
22 | 09861 0,986 4 0,986 8 0,987 1 09875 0,9878 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,9890
23 | 09893 | 09396 | 09898 | 09%01 | 09904 | 09906 | 09989 | 09911 | 09913 | 09916
24 | 09918 0,992 0 0,992 2 0,9925 | 09927 20,9929 09931 0,9932 | 09934 0,993 6
25 | 095938 09940 0,994 1 09943 | 0,9945 09946 099438 09949 | 09951 0,9952
26 ¢ 09953 09955 0,995 6 0,995 7 09959 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
27 ] 09965 0,996 6 0,996 7 09968 | 099%9 0,9970 09971 09972 | 09973 09974
8 09974 09975 0,997 6 099717 89,9977 0,973 03979 0,9979 0,998 0 0,998 1
29 09981 0,998 2 0,998 2 0,9983 0,998 4 9,998 4 0,998 5 09985 09986 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

t 3,0 3,1 32 33 34 3,5 3,6 33 40 A5

TI 0,998 65 0,99904 | 099931 0,999 52 0,999 66 0,999 76 0,999 841 | 0999928 | 0999968 | 0999997

Nota : Ti(—t)=1-TI(¢)
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o» Brevet de technicien supérieur e
session 2008 - groupement B
Exercice 1 12points
Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle (E) : y' — 2y = xe* ou1 y est une fonction de la
variable réelle x, définie et dérivable sur R, et y' la fonction dérivée de y.

1. Déterminer les solutions définies sur R de I'équation différentielle (Ey) :

¥y -2y=0.
2. Soit g la fonction définie sur R par
gx) =(—x—-1e".

Démontrer que la fonction g est une solution particuliere de 'équation dif-
férentielle (E).

3. En déduire I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E).

4. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condi-
tion initiale f(0) = 0.

B. Etude locale d’'une fonction
Soit f la fonction définie sur R par

f(x)=e* = (x+1)e”.

Sa courbe représentative 6 est donnée dans un repere orthogonal ci-dessous.

A.PM.E.P.
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1. a. Démontrer que pour tout réel x, f'(x) = e*(2e* -2 — x).

b. En déduire le coefficient directeur f’(0) de la tangente T ala courbe € au

point d’abscisse 0.
Interpréter graphiquement ce résultat.

2. a. Déterminer le développement limité, a 'ordre 2, au voisinage de 0, de la

fonction x — e?*.

b. Démontrer que le développement limité, a I'ordre 2, au voisinage de 0, de

la fonction f est:

x2

f(x) == +x%e(x) avec lime(x)=0.
2 x—0
C. Calcul intégral
0,3 52
1. On notelzf —dx.

03 2
Démontrer que I = 0,009.

03
2. On note]:f e**dx.
-0,3
Démontrer que J =0,5 (eO,G - e—O,G)_

03
3. Onnote K:f (x+ De*dx.
-03

Démontrer, a I'aide d'une intégration par parties, que K =0,3 (eo’

0,3
4, Onnote L= f(x)dx.
3

a. Déduire des questions précédentes la valeur exacte de L.

Ste

—0,3)_

Groupe B 2

juin 2008
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b. Donner la valeur approchée de L arrondie 2 107°.

c. Vérifier que la valeur exacte de I et la valeur approchée de L obtenue a la
question précédente différent de 4,5 x 1074,

Exercice 2 8 points

La question 5. de cet exercice peut-étre traitée de facon indépendante

On considere le circuit représenté ci-dessous alimenté a tout instant ¢ par une ten-
sion e(t) et on note s(¢) la tension aux bornes du condensateur.

R

[ 1
L1

e(r) C s(1)

Léquation différentielle régissant ce circuit est

(): RCs'(O+s(t)=e(t)

avec s() =0 pour £ < 0 et ol s est la dérivée de la fonction s.
En utilisant la transformation de Laplace, on se propose de rechercher la tension
s(t) aux bornes du condensateur dans le cas suivant :
o e(t)=Ut)-%(t-0,1) oulafonction % est la fonction échelon unité définie
par
U()=0sit<0et(t)=1sit>0;
e R=10Qet C=0,004E
Pour cela on admet que les fonctions s, s’ et e admettent des transformées de La-
place.
On note E(p) = ZLle(t)] et S(p) = L[s(1)].

1. Sur une feuille de papier millimétré, tracer, dans un repere orthogonal, la re-
présentation graphique de e sur I'intervalle [0; 0,2]. On prendra comme unité
1 cm pour 0,02 sur I'axe des abscisses et 10 cm pour 1 sur1’axe des ordonnées.

2. Déterminer E(p) = Lle(1)].

3. a. Enappliquant la transformation de Laplace aux deux membres de I'équa-
tion différentielle (1), déterminer une expression de S(p) en supposant
que s(0*) =0.

b. Montrer que S(p) peut s’écrire sous la forme :

S(p) = LI (l - L)e““".

p p+25 p p+25
) . 41 1
4, a. Déterminer & ——
p p+25
1
b. En déduire £~ |— - e 0lp
p p+25

c. En déduire la tension s(f) = £~ [S(p)].

5. On admet que si ¢t € [0; 0,1[, s(f) = 1—e 2t etsitel0,1; +ool, s(t) =
e—25¢ (ez,s _ 1)'
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a. Reproduire et compléter le tableau de valeurs suivant (on donnera des
valeurs décimales arrondies & 1072 pres.

t 0 0,025 0,05 | 0,075| 0,100| 0,125| 0,15 | 0,175 0,2

s(t)

b. Construire une représentation de s sur le méme graphique que celle de e.

Formulaire

/\
ORA0) F(p)
~—_

2—1
On rappelle les formules suivantes sur la transformation de Laplace.
ZLIAf +ugl =AZLIf1+uZigl.

1
L)) =—.
p

1
p+a

LIfWe “u (0] =
Plus généralement, si on note Z[f(#)%(t)] = F(p) alors,

Zift-nu(t-1)=F(pe ™’

LIf (e~ U] =F(p+a);

LIf' () (1)] = pF(p) - f(OF);
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